
BTSA TOUTES OPTIONS / REMPLACEMENT 2012

Métropole Réunion

Exercice 1  (9 points)
Une entreprise fabriquant des jus de fruits réalise une étude de filtrabilité pour évaluer sa capacité de production. 

Après pressage des fruits, le jus de fruit brut filtré permet d'obtenir le filtrat.

On note T le temps de filtrage et V le volume de filtrat recueilli.

Le temps est exprimé en secondes et le volume en centilitres.

Les résultats obtenus figurent dans le tableau suivant :

	Volume vi
	7,7
	11,9
	14,8
	17,3
	19,5
	21,5
	23,6
	25,3
	27,1
	28,6

	Temps ti
	9
	20
	29
	37
	47
	54
	63
	75
	85
	95


1. Le nuage de points de la série (vi , ti) et la droite d'ajustement de T en V obtenue par la méthode des moindres carrés sont représentés ci-après :
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Expliquer pourquoi l'ajustement linéaire est mal adapté à cette situation.

2. On pose Z =  eq \s\do1(\f(V;T))
Dans cette question, les résultats seront arrondis à 10( 3 près.

a. Construire le tableau de la nouvelle série (vi , zi).

b. Construire le nuage de points de cette série dans un plan muni d'un repère orthogonal.

c. Donner, à l'aide de la calculatrice, le coefficient de corrélation linéaire entre les variables V et Z.

d. Déterminer, par la méthode des moindres carrés, une équation de la droite d'ajustement de Z en V.

e. Pour tout entier i de 1 à 10, calculer les résidus ei définis par  ei = zi ( eq \o(zi;\s\up7(()),  où eq \o(zi;\s\up7(()) est une estimation de zi obtenue à l'aide du modèle obtenu en d.

f. Dans la suite de l'exercice, on retient l'ajustement linéaire entre les variables V et Z. Justifier ce choix.

3. Déduire de la question 2d. une relation entre t et v sous la forme  t = f(v).

4. L'entreprise souhaite commercialiser son jus de fruit en bouteilles de 33 cL. Déterminer une estimation du temps de filtrage pour une de ces bouteilles.

Exercice 2  (5 points)
Un industriel recherche un mélange de variétés de pommes donnant un jus adapté au marché.

Pour cela, il réalise trois mélanges différents et les fait évaluer par 200 consommateurs. 

Les résultats sont consignés dans le tableau ci-dessous :

	Mélange 
Appréciation
	Médiocre
	Bon
	Très bon

	Mélange A
	35
	25
	15

	Mélange B
	5
	10
	47

	Mélange C
	4
	13
	46


Peut-on considérer, au seuil de risque 0,05, que l'appréciation des consommateurs dépend de la nature du mélange ?

Exercice 3  (6 points)
Les parties A et B sont indépendantes.

L'entreprise souhaite réaliser un contrôle sur le remplissage des bouteilles de 33 cL.

On note X la variable aléatoire prenant pour valeur le volume, exprimé en centilitres, d'une bouteille.

On admet que la variable aléatoire X est distribuée suivant une loi normale de moyenne µ et d'écart-type .

Partie A

Afin d'obtenir une estimation du volume moyen µ de la population, on prélève sur la production un échantillon aléatoire simple de 16 bouteilles pour lesquelles on détermine le volume.

Les résultats, exprimés en centilitres, sont les suivants :

	32,8
	31,8
	34,6
	33,9
	34,1
	32,9
	32,4
	32,9

	32,7
	33,3
	33,7
	34
	32,5
	32,8
	33,1
	33,2


Dans les questions suivantes, les résultats seront arrondis à 10( 1 près.

1. Déterminer une estimation ponctuelle du volume moyen µ.

2. Déterminer une estimation par intervalle de confiance de µ au niveau de confiance 0,95. 

Partie B

On considère dans cette partie que  µ = 33  et   = 2.

On note EQ \o(\s\up9();X)
 la variable aléatoire prenant pour valeur le volume moyen des bouteilles dans les échantillons de taille 16 extraits de la production.

1. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire EQ \o(\s\up9();X)
 ? Préciser les paramètres de EQ \o(\s\up9();X)
.

2. Quelle est la probabilité que le volume moyen de 16 bouteilles soit inférieur à 31,8 cL ?

ÉLÉMENTS DE CORRIGÉ

Exercice 1
1. Le nuage de points est certes étiré autour de la droite d’ajustement mais la répartition des points par rapport à cette droite ne paraît pas aléatoire (2 points au-dessus de la droite, puis 5 points au-dessous, puis 3 points au-dessus). Cela vient du fait que le nuage a une allure incurvée pouvant faire penser à une relation fonctionnelle non affine.

L’ajustement linéaire est donc mal adapté étant donné qu’il semblerait qu’un ajustement d’une autre nature soit plus pertinent.

	2. a)
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v


	7,7
	11,9
	14,8
	17,3
	19,5
	21,5
	23,6
	25,3
	27,1
	28,6
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z


	1,169
	1,681
	1,959
	2,139
	2,410
	2,512
	2,669
	2,964
	3,137
	3,322


b) 
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c) Le coefficient de corrélation linéaire entre V et Z est  r =  eq \s\do1(\f(sVZ;sV sZ)) Eq \o(–;\s\up2(()) 0,997.

d) Par la méthode des moindres carrés, on obtient l’équation de la droite de régression de Z en V :  z = 0,999 v + 0,452.

e) Calcul des résidus :

	zi
	1,169
	1,681
	1,959
	2,139
	2,410
	2,512
	2,669
	2,964
	3,137
	3,322

	eq \o(zi;\s\up7(())
	1,214
	1,630
	1,917
	2,165
	2,383
	2,581
	2,788
	2,957
	3,135
	3,283

	ei
	( 0,045
	0,051
	0,042
	( 0,026
	0,027
	( 0,069
	( 0,119
	0,007
	0,002
	0,039


f) Au regard des résultats obtenus dans les questions précédentes, on peut mettre en avant deux points :

· Le coefficient de corrélation linéaire entre les variables V et Z est très proche de 1.

· Les résidus changent plus souvent de signe, leur répartition semble aléatoire.

Ces deux constats justifient le choix de l’ajustement linéaire entre les variables V et Z.

2. z = 0,999 v + 0,452   SYMBOL 219 \f "Symbol"\h    eq \s\do1(\f(t;v)) = 0,999 v + 0,452   SYMBOL 219 \f "Symbol"\h   t = 0,999 v2 + 0,452 v  pour v SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0.

3. Pour v = 33, on  peut estimer le temps de filtrage à l’aide de la relation précédente.

Cette estimation est :  t = 0,999  ( 332 + 0,452 ( 33  soit  t = 122,727 s.

Le temps de filtrage nécessaire pour des bouteilles de 33 cL est estimé à 2 min 3 s .

Exercice 2

L’énoncé suggère d’effectuer un test d’indépendance du Khi-deux, au seuil de risque 0,05.

Hypothèses du test :

H0 : "L’appréciation des consommateurs ne dépend pas de la nature du mélange."

H1 : "L’appréciation des consommateurs dépend de la nature du mélange."

Effectifs théoriques sous l'hypothèse H0 :

· On calcule les effectifs marginaux :

Ligne 1 : 75 consommateurs ont goûté au Mélange A, etc.

Colonne 1 : 44 consommateurs ont évalué le mélange goûté comme Médiocre, etc.

· On peut alors calculer les effectifs théoriques sous l’hypothèse d’indépendance H0 :

	
	Médiocre
	Bon
	Très bon
	Total

	Mélange A
	16,5
	18
	40,5
	75

	Mélange B
	13,64
	14,88
	33,48
	62

	Mélange C
	13,86
	15,12
	34,02
	63

	Total
	44
	48
	108
	200


Exemple de calcul : Si H0 est vraie, la répartition des 75 personnes qui ont goûté le mélange A devrait se faire proportionnellement à la distribution marginale des appréciations. On devrait avoir  eq \s\do1(\f(44 ( 75;200)) = 16,5 consommateurs ayant trouvé le mélange A médiocre.

Variable de décision :

Si H0 est vraie, comme l’effectif total est grand et que les effectifs théoriques des classes sont tous supérieurs à 5, la variable aléatoire K définie par :  K = eq \i\su((i , j);;\o(\s\up6( );\s\do6( )))\s\do1(\f(\b(Ni,j ( \o(ni,j;\s\up7(()))\s\up4(2);\o(ni,j;\s\up7(())))  suit approximativement la loi de Khi-deux à   = (3 ( 1) (3 ( 1) = 4 degrés de liberté.

(Ici Ni,j est la variable aléatoire qui prend pour valeur l’effectif observé de la catégorie de la ième ligne de la jème colonne qui a pour effectif théorique le réel  eq \o(ni,j;\s\up7(())).

Règle de décision :

Par lecture de table, ou à l’aide d’une calculatrice, on trouve que le 95ème centile de la distribution de la loi du Khi-deux à 4 degrés de liberté est égal à  9,49. 

On note 
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 la réalisation de K obtenue avec l'échantillon étudié : 

· Si  k < 9,49 : on ne peut pas rejeter l’hypothèse H0.

· Si k ( 9,49 : on rejette H0.

Conclusion :

Un calcul à la calculatrice donne :  k = 63,58. Comme  63,58 ( 9,49, on peut considérer, au seuil de risque de 0,05 que l’appréciation des consommateurs dépend de la nature du mélange.

Remarque de la rédaction

Dans le contexte de cet exercice on s’étonne de l’expérience aléatoire : un consommateur goûte un seul mélange (comment est-il choisi ?) et donne son appréciation.

Dans la pratique on ferait goûter les trois mélanges à chaque consommateur qui les classerait par exemple par ordre croissant de qualité gustative. Ensuite, on procède au test non paramétrique de Friedman dont la variable aléatoire de décision est de loi de probabilité proche d’une loi du Khi-deux à (3 ( 1) degrés de liberté, c’est-à-dire 2 degrés de liberté.

Exercice 3

Partie A

1. Comme estimation ponctuelle eq \o(µ;\s\up7(()) du volume moyen µ, on prendra la moyenne EQ \o(\s\up7();x)
 de l’échantillon. Autrement dit :  eq \o(µ;\s\up7(()) = EQ \o(\s\up7();x)
.

EQ \o(\s\up7();x)
 =  eq \s\do1(\f(530,7;16)) = 33,16875  donc on peut prendre  eq \o(µ;\s\up7(()) = 33,2 cL.

2. X étant distribué normalement dans la population, on sait que la variable aléatoire  T =  eq \s\do1(\f(\o(\s\up9();X) ( µ;\s\do1(\f(S;\r(n ( 1)))))
, c'est-à-dire  T =  eq \s\do1(\f(\o(\s\up9();X) ( µ;\s\do1(\f(S;\r(15)))))
, suit la loi de Student à 15 degrés de liberté  

avec  et S les variables aléatoires qui, à chaque échantillons de 16 bouteilles, associent sa moyenne et son écart-type.

Ainsi un intervalle de confiance de la moyenne µ au niveau de confiance 0,95 est :

IC0,95 =  eq \b\bc\[(\o(\s\up7();x) ( t0,975 \s\do1(\f(s;\r(15))) \o(\s\up4(.);,) \o(\s\up7( SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s8);x) + t0,975 \s\do1(\f(s;\r(15))))

Dans la table de la loi de Student, on lit :  t0,975 = 2,13.

Avec les valeurs :  EQ \o(\s\up7();x)
 = 33,2,  s = 0,7, on obtient :  IC0,95 = [32,8 ; 33,6].

Partie B

1. 
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 étant distribué selon la loi normale d'espérance mathématique 33 et d'écart-type 2 dans la population, on sait que la variable aléatoire EQ \o(\s\up9();X)
 suit la loi normale de moyenne 33 et d’écart-type   eq \s\do1(\f(2;\r(16))), c'est la loi normale d'espérance mathématique 33 et d'écart-type 0,5.

2. On pose  U =  eq \s\do1(\f(\o(\s\up9();X) ( 33;0,5))
, cette variable aléatoire est de loi normale centrée réduite.

PEQ \b(\o(\s\up9();X) < 3,18)
 Eq \o(–;\s\up2(()) P(U < ( 2,4) = 1 ( (2,4) Eq \o(–;\s\up2(()) 1 ( 0,9918  donc  PEQ \b(\o(\s\up9();X) < 3,18)
 Eq \o(–;\s\up2(()) 0,0082.
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