TEST DE MANN-WHITNEY

En recensant les points à aborder dans les différents modules M5, il apparaît que le test de Mann-Whitney est au programme de trois filières de BTSA rénovés. Les documents d'accompagnement des référentiels de ces trois BTSA stipulent :

BTSA Anabiotec  M53

Objectif 43 : Choisir une méthode adaptée dans une problématique de comparaison de résultats

Comparer deux caractères dans le cas d'échantillons indépendants, test non paramétrique de Mann-Whitney. Il s'agit d'un test de comparaison de deux méthodes de mesure. Ce test repose sur le fait que l'on mélange les deux séries de valeurs et que l'on ordonne le tout par valeurs croissantes. On identifie alors les rangs des individus du premier groupe et on calcule la somme des rangs de ces individus.

BTSA PA  M53

Comparer deux populations : test non paramétrique dit test de Mann-Whitney

Dans le cas d'échantillons indépendants, le test de Mann-Whitney permet de comparer deux populations. Les deux séries de valeurs sont mélangées puis ordonnées par valeurs croissantes. On identifie alors les rangs des individus du premier groupe et on calcule la somme des rangs de ces individus. Ce test est souvent retenu lorsque les tailles des échantillons sont faibles.

BTSA STA  M54

Objectif 5.5. Comparer deux classements

Test non paramétrique de Mann-Whitney.

Déjà présent dans le référentiel du BTSA anabiotec avant la rénovation du diplôme (module D47), ce test est apparu dans les programmes rénovés des deux autres BTSA cités plus haut, cela a constitué une de nos motivations à écrire cet article. De plus, dans le bulletin Py-Math n° 12, l'article consacré à ce sujet développait la méthode de Wilcoxon, avec un apport sur la théorie sous-jacente, alors que les référentiels actuels font référence au test de Mann-Whitney. Nous avons logiquement fait le choix ici de nous focaliser sur ce dernier test, en complément du bulletin n° 12 et en mettant l'accent davantage sur la pédagogie que sur la théorie. La lecture conjointe des deux articles devrait donner à nos fidèles lecteurs une bonne connaissance du sujet, nécessaire à l'enseignement de cette partie du programme. 

Avant de commencer, un petit rappel d'histoire : ces méthodes datent de la moitié du XXe siècle. Dans un article intitulé « On a test of whether one of two random variables is stochastically larger than the other » datant de 1947, les statisticiens Henry Berthold Mann et Donald Ransom Whitney de l'Université de l'État de l'Ohio proposent leur méthode pour pallier les insuffisances de celle proposée par Frank Wilcoxon deux ans plus tôt. Voyons de quoi il s'agit.

Dernier point : les auteurs sont conscients que l'entrée dans la théorie peut paraître, en apparence, abrupte et pourtant le principe de ce test est relativement simple. Aussi nous conseillons au lecteur de prendre le temps de suivre pas à pas la progression de cet article. Suivre ce conseil donnera tout le recul nécessaire pour une bonne compréhension indispensable à un enseignement solide de ce test. Certaines démonstrations de propriétés sont données en annexe 1 en fin d'article.

1. But du test

Comme beaucoup de tests non paramétriques, les tests de Wilcoxon et de Mann-Whitney reposent sur la notion de rang. Pour le test de Wilcoxon, l'idée est de substituer à chaque valeur observée son numéro d'ordre croissant parmi l'ensemble des valeurs observées dans tous les échantillons, d'utiliser la somme des rangs pour chaque échantillon afin de voir si la répartition des valeurs est homogène (voir le bulletin Py-Math n° 12). Le test de Mann-Whitney repose sur une procédure différente mais équivalente (les deux variables aléatoires de décision des deux tests peuvent se déduire l'une de l'autre). Les deux tests sont basés sur l'enchevêtrement des observations des deux échantillons.

2. Conditions d'utilisation

· La variable étudiée est quantitative et peut être continue ou non. Le test de Mann-Whitney n'exige aucune propriété des lois de probabilités des variables considérées (en particulier l'hypothèse de normalité n'est pas requise), c'est un test non paramétrique.

· Un premier échantillon de taille n est prélevé dans une population (A) et un second de taille m, dans une population (B). Les observations sont indépendantes. 

	Exemple 1 : 

Deux produits A et B sont évalués par un jury de dégustation. Chaque membre du jury déguste chacun des produits à l'aveugle et attribue une note en fonction d'une grille spécifique qui élimine les critères non objectifs.

· Les échantillons de produits sont indépendants et aléatoires simples. 
· Les notes attribuées à chacun des produits sont données ci-dessous. 

	
	Produit A
	4
	9
	11
	
	Une des notes a été égarée...
	

	
	Produit B
	6
	8
	10
	12
	
	

	Peut-on considérer que les deux produits ont été notés différemment ?


3. Élaboration du test

a. Hypothèses du test(
)
H0 : "Les deux distributions de la variable dans les populations (A) et (B) sont identiques".
H1 : "Les deux distributions de la variable dans les populations (A) et (B) sont différentes" (test bilatéral).

ou  "Les valeurs de la variable dans la population (A) sont inférieures (resp. supérieures) à celles dans la population (B)"  (test unilatéral).

b. Variable de décision

Pour des raisons pratiques de calcul, on suppose (quitte à échanger les rôles des deux populations) que la taille n de l'échantillon issu de (A) est inférieure à la taille m de celui issu de (B). Notons (x1, x2, …, xn) et (y1, y2, …, ym) les données de chacun des deux échantillons ordonnées en ordre croissant. On ordonne ensuite l'ensemble des  n + m  valeurs par ordre croissant. 

La variable de décision est la variable aléatoire notée Ux dont les valeurs sont calculées de la façon suivante :

· Pour chaque valeur xi, on compte le nombre de valeurs yj qui lui sont strictement inférieures, ce nombre est égal à(
)   eq \i\su(j=1;m; 1\s\do2(yj < xi)).

· Pour chaque valeur xi, on compte le nombre de valeurs yj qui lui sont égales et on le multiplie par  eq \s\do1(\f(1;2)), le résultat est égal à   eq \s\do1(\f(1;2)) \i\su(j=1;m; 1\s\do2(yj = xi)).

· Ux est la somme des deux nombres obtenus, c'est donc   eq \i\su(i=1;n;\o(\s\do3( );\s\up3( )))\i\su(j=1;m;\o(\s\do3( );\s\up3( )))\b(1\s\do2(yj < xi) + \s\do1(\f(1;2)) ( 1\s\do2(yj = xi)).

On définit de même la variable aléatoire  Uy =  eq \i\su(j=1;m;\o(\s\do3( );\s\up3( )))\i\su(i=1;n;\o(\s\do3( );\s\up3( ))) \b(1\s\do2(xi < yj) + \s\do1(\f(1;2)) ( 1\s\do2(xi = yj)).

	Exemple 1 : 

Ici  n = 3  et  m = 4.

Classons l'ensemble des données observées (en soulignant les notes du premier échantillon pour les repérer).

On obtient le classement suivant :  4  6  8  9  10  11  12

On désigne par (x1 , x2 , x3) les notes du produit A, on observe que :

· pour  x1 = 4, aucune note du produit B ne lui est strictement inférieure ;

· pour  x2 = 9, deux notes du produit B lui sont strictement inférieures : 6 et 8 ;

· pour  x3 = 11, trois notes du produit B lui sont strictement inférieures : 6, 8 et 10.

Alors :  ux = 0 + 2 + 3 = 5.

En faisant la même chose pour le calcul de uy on obtient :  uy = 1 + 1 + 2 + 3 = 7.


Propriétés de  Ux et Uy
· Ux + Uy = n m.

· On peut déterminer  Ux et Uy avec les variables du test de Wilcoxon, Wx et Wy : 
Ux = Wx (  eq \s\do1(\f(n (n + 1);2))  et  y = Wy (  eq \s\do1(\f(m (m + 1);2))
	Exemple 1 : 

Utilisons les variables de décision du test de Wilcoxon pour vérifier les résultats précédents :

On avait le classement suivant  :  
4
6
8
9
10
11
12


rangs
1
2
3
4
5
6
7

wx = 1 + 4 + 6 = 11. La relation est bien vérifiée : 11 (  eq \s\do1(\f(3 ( 4;2)) = 5 = ux.

De même on obtient :  wy = 2 + 3 + 5 + 7 = 17 ;  17 (  eq \s\do1(\f(4 ( 5;2)) = 7 = uy.


· Ux prend ses valeurs entre 0 et n m.
· E(Ux) = E(Uy) =  eq \s\do1(\f(n m;2))  sous l'hypothèse H0.
· Sous l'hypothèse H0, la distribution de probabilités de Ux est symétrique par rapport à  eq \s\do1(\f(n m;2)). Alors pour tout réel a de [0 ; n m],  P(Ux = a) = P(Ux = n m ( a) = P(n m ( Ux =  a).

Lorsque le test est bilatéral, on exploite la symétrie des distributions des deux variables aléatoires Ux et Uy pour simplifier la recherche de la zone de rejet de H0 en prenant comme variable de décision  U = min eq \b(Ux \o(\s\up4(.);,) Uy).

	Exemple 1 : ux = 5  et  uy = 7, on en déduit la valeur observée de U :  uobs = min(5 ; 7) = 5.


Propriétés de U
· U (  eq \s\do1(\f(n m;2)). 

· Pour tout réel a de  eq \b\bc\[(0 \o(\s\up4(.);,) \s\do1(\f(n m;2))) :  P(U ( a) = 2 P(Ux ( a)  sous l'hypothèse H0.

	Exemple 2 : 

Comme pour l'exemple précédent, un jury expert a goûté et évalué deux produits A et B.

	
	Produit A
	6
	10
	11
	
	

	
	Produit B
	6
	10
	10
	12
	

	Ici  n = 3  et  m = 4. On obtient la suite ordonnée : 6  6  10  10  10   11  12.

On désigne par (x1 , x2 , x3) les notes du produit A , on observe que :

· pour  x1 = 6, une note du produit B lui est égale ;

· pour  x2 = 10, une note du produit B lui est strictement inférieure et deux notes du produit B lui sont égales ;

· pour  x3 = 11, trois notes du produit B lui sont strictement inférieures.

Alors :  ux =  eq \s\do1(\f(1;2)) +  eq \b(1 + 2 ( \s\do1(\f(1;2))) + 3 = 5,5. 

De même :  uy =  eq \s\do1(\f(1;2)) +  eq \b(1 + \s\do1(\f(1;2))) +  eq \b(1 + \s\do1(\f(1;2))) + 3 = 6,5.

On en déduit la valeur observée de U :  uobs = min(5,5 ; 6,5) = 5,5.

Utilisons les variables de décision du test de Wilcoxon pour vérifier les résultats précédents : Les valeurs 6 occupent les places 1 et 2, on va leur attribuer un rang moyen   eq \s\do1(\f(1+2;2)), soit  1,5.

On avait le classement suivant  :
6
6
10
10
10
11
12

Les rangs sont
 eq \s\do1(\f(1+2;2))
 eq \s\do1(\f(1+2;2))
 eq \s\do1(\f(3+4+5;3))
 eq \s\do1(\f(3+4+5;3))
 eq \s\do1(\f(3+4+5;3))
6
7

soit
1,5
1,5
4
4
4
6
7

wx = 1,5 + 4 + 6 = 11,5    et    wy = 1,5 + 2 ( 4 + 7 = 16,5.

On a :  11,5 (  eq \s\do1(\f(3 ( 4;2)) = 5,5 = ux  et  16,5 (  eq \s\do1(\f(4 ( 5;2)) = 6,5 = uy.


c. Prise de décision

Cas d'un test bilatéral

Rappelons les hypothèses d'un tel test : 

H0 : "Les distributions de la variable dans les populations (A) et (B) sont identiques"

H1 : "Les distributions de la variable dans les populations (A) et (B) sont différentes"

La variable de décision du test est  U = min eq \b(Ux \o(\s\up4(.);,) Uy).

On se fixe un seuil de risque .

Zone de rejet de H0 :

Si H1 est vraie, les valeurs de Ux auront tendance à être ou proches de 0 ou proches de n m, il en sera de même de Uy = n m ( Ux. Ainsi U aura tendance à être proche de 0 et la zone de rejet de H0 est à rechercher sous la forme [0 ; a].

Sous l'hypothèse H0, il existe un unique réel a, appelée valeur critique du test, tel que  P(U ( a) = , soit P(Ux ( a) =  eq \s\do1(\f(;2)). On utilise les tables données en annexe en fin d'article pour déterminer une valeur approchée de a.

[image: image1.png]


La zone de rejet de H0 est l'intervalle [0 ; a] et la zone de non-rejet de H0 est  eq \b\lc\]\rc\](a \o(\s\up4(.);,) \s\do1(\f(n m;2))). On en déduit le schéma suivant :

Règle de décision : 

Au seuil de risque   eq \b\lc\{( \s(si  uobs ( a, on rejette H0;sinon on n'est pas en mesure de rejeter H0 et on accepte H1))
Cas d'un test unilatéral

Prenons, par exemple, comme hypothèse H1 est  "Les valeurs de la variable dans la population (A) sont inférieures à celles dans la population (B)".
La variable de décision du test est Ux.

On se fixe un seuil de risque .

Zone de rejet de H0 :

Si H1 est vraie, les valeurs de Ux auront tendance à être inférieures à Uy et seront donc proches de 0 et la zone de rejet de H0 est à rechercher sous la forme [0 ; a].

Sous l'hypothèse H0, il existe un unique réel a, appelée valeur critique du test, tel que  P(Ux ( a) = . On utilise les tables données en annexes 2 et 3 en fin d'article pour déterminer une valeur approchée de a.

La zone de rejet de H0 est l'intervalle [0 ; a] et la zone de non-rejet de H0 est   eq \b\lc\]\rc\](a \o(\s\up4(.);,) \s\do1(\f(n m;2))).

Remarque : Pour H1 "Les valeurs de la variable dans la population (A) sont supérieures à celles dans la population (B)".

Si H1 est vraie, les valeurs de Ux auront tendance à être supérieures à Uy et seront donc proches de nm. 

Sous l'hypothèse H0, il existe un unique réel a tel que  P(Ux ( a) = , on a alors  P(Ux ( a) = P(n m ( Ux ( a) = P(Ux ( nm ( a).
La zone de rejet de H0 est [a ; nm] et la zone de non-rejet de H0 est   eq \b\lc\]\rc\](a \o(\s\up4(.);,) \s\do1(\f(n m;2))).

Règle de décision : 

Au seuil de risque   eq \b\lc\{( \s(si  ux ( a, on rejette H0;sinon on n'est pas en mesure de rejeter H0 et on accepte H1))
	Exemple1 (reprenons le premier exemple de l'article)
Formulation des hypothèses

H0 : "Les notes du produit (A) sont du même niveau que celles du produit (B)".

H1 : "Les notes attribuées au produit (A) sont plus faibles que celles attribuées à (B)". 

Il s'agit ici d'un test unilatéral.

Variable de décision utilisée : Ux
On se fixe un seuil de risque   = 0,1.

Détermination de la zone de rejet de H0 :

On lit dans la table de Mann-Whitney (tables annexe 2) pour  m = 4  et  n = 3  que sous l'hypothèse H0,   P(Ux ( 1) = 0,057, tandis que  P(Ux ( 2) = 0,114.

On prend 1 comme valeur critique.

Règle de décision du test :

Si la valeur observée de ux est inférieure ou égale à 1, alors on rejettera l'hypothèse H0.

Sinon on ne sera pas en mesure de rejeter H0.

Conclusion :

Ici  uobs = 5, donc on ne peut rejeter H0 et on conclut que les notes attribuées aux produit (A) et au produit (B) sont homogènes.


	Exemple3 : 

Un autre jury d'experts a évalué les produits (A) et (B).

	
	Produit A
	2
	6
	9
	10
	12
	15
	18
	
	

	
	Produit B
	4
	7
	11
	14
	16
	17
	19
	20
	


	Cas d'un test bilatéral :

On teste l'hypothèse H0 : " Les notes du produit (A) sont du même niveau que celles du produit (B)" contre l'hypothèse H1 : "Les notes attribuées aux produits (A) et (B) ne sont pas du même niveau".

Le test est bilatéral.

Variable de décision : U = min(Ux ; Uy)
On se fixe un seuil de risque   = 0,05.

Détermination de la zone de rejet de H0 :

On lit dans les tables de Mann-Whitney (annexe 2) pour  m = 8  et  n = 7, que sous l'hypothèse H0,  P(U ( 10) = 2 P(Ux ( 10) = 0,040  et  P(U ( 11) = 2 P(Ux ( 11) = 0,054. 

On prend 10 comme valeur critique.

Dans les tables de Mann-Whitney de l'annexe 3, pour  m = 8  et  n = 7, on lit que la valeur limite  u  est 10.

L'utilisation de l'une ou l'autre des tables conduit à la même règle de décision !

Règle de décision du test : 

Si la valeur observée de U, uobs, est inférieure ou égale à 10, alors on rejettera l'hypothèse H0. Sinon on ne sera pas en mesure de rejeter H0.

	Réalisation du test :

En ordonnant la série des  n + m = 15  observations, on obtient le classement suivant où les valeurs relatives à l'échantillon issu de la population (A) sont soulignées :

2
4
6
7
9
10
11
12
14
15
16
17
18
19
20

rangs :
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

wx = 1 + 3 + 5 + 6 + 8 + 10 + 13 = 46  et  wy = 74

ux = wx (  eq \s\do1(\f(n (n + 1);2)) = 46 ( 28 = 18  de la même façon, on calcule  uy = 74 ( 36 = 38.

Conclusion :

uobs = 18  donc on ne peut pas rejeter l'hypothèse H0 au seuil de risque 0,05.

Cas d'un test unilatéral : 

On teste l'hypothèse H0 : " Les notes du produit (A) sont du même niveau que celles du produit (B)" contre l'hypothèse H1 : "Les notes attribuées au produit (A) sont inférieures à celles attribuées au produit (B)".

Variable de décision : Ux
On se fixe un seuil de risque   = 0,01.

Détermination de la zone de rejet de H0 :

On lit dans les tables de Mann-Whitney (annexe 2) pour m = 8  et  n = 7, que sous l'hypothèse H0,  P(Ux ( 7) = 0,007  tandis que  P(Ux ( 8) = 0,010.

Dans les tables de Mann-Whitney de l'annexe 3, pour  m = 8  et  n = 7, on lit que la valeur limite  u est 7.

L'utilisation de l'une ou l'autre des tables conduit à la même règle de décision !

Règle de décision du test :

Si la valeur observée de Ux, uobs, est inférieure ou égale à 7, alors on rejettera l'hypothèse H0. Sinon on ne sera pas en mesure de rejeter H0.

Conclusion :

uobs = 18  donc on ne peut pas rejeter l'hypothèse H0 au seuil de risque 0,01.


Remarques :

1) On peut construire des tables de Mann-Whitney sur le modèle des tables de l'annexe 3, à l'aide des tables de l'annexe 2, pour des seuils de risque au choix.
Par exemple :

Pour un test bilatéral au seuil de risque de 0,1.

Pour un test unilatéral au seuil de risque de 0,05.

On obtient le tableau ci-contre :

	3
	4
	5
	6
	7
	8
	m

n

	-
	-
	0
	0
	0
	1
	2

	0
	0
	1
	2
	2
	3
	3

	
	1
	2
	3
	4
	5
	4

	
	
	4
	5
	6
	8
	5

	
	
	
	7
	8
	10
	6

	
	
	
	
	11
	13
	7

	
	
	
	
	
	15
	8


2) Dans le cas des grands échantillons, on approche la loi de Ux par une loi normale.
ANNEXES

Annexe 1

Propriétés de  Ux et Uy
· Ux + Uy = n m.

Ux + Uy =  eq \i\su(i=1;n;\o(\s\do3( );\s\up3( )))\i\su(j=1;m;\o(\s\do3( );\s\up3( )))\b(1\s\do2(yj < xi) + \s\do1(\f(1;2)) ( 1\s\do2(yj = xi)) +  eq \i\su(j=1;m;\o(\s\do3( );\s\up3( )))\i\su(i=1;n;\o(\s\do3( );\s\up3( ))) \b(1\s\do2(xi < yj) + \s\do1(\f(1;2)) ( 1\s\do2(xi = yj))
Ainsi  Ux + Uy =  eq \i\su(i=1;n;\o(\s\do4( );\s\up4( )))\i\su(j=1;m; \b(1\s\do2(yj < xi)  + 1\s\do2(yj > xi) + 1\s\do2(yj = xi)))
Or comme  eq 1\s\do2(yj < xi) + 1\s\do2(yj > xi)  + 1\s\do2(yj = xi) = 1, on a l'égalité :  Ux + Uy =  eq \i\su(i=1;n;\o(\s\do4( );\s\up4( )))\i\su(j=1;m; 1) = n m.

· On peut déterminer  Ux et Uy avec les variables du test de Wilcoxon, Wx et Wy : 
Ux = Wx (  eq \s\do1(\f(n (n + 1);2))  et  y = Wy (  eq \s\do1(\f(m (m + 1);2))
On dispose de deux suites ordonnées : une première suite à n éléments (x1 , x2 , … , xn) notée E1 et une deuxième suite à m éléments (y1 , y2 , … , ym) notée E2.

On a donc  x1 < x2 < … < xn  et  y1 < y2 < … < ym.

On se place dans le cas où il n'y a pas d'ex æquo. Pour tout  1 ( i ( n  et pour tout  1 ( j ( m, on a :

- les xi, sont deux à deux distincts ;

- les yj sont eux aussi deux à deux distincts ;

- pour tout couple (i , j) tel que  1 ( i ( n  et  1 ( j ( m,  xi SYMBOL 185 \f "Symbol"\h yj.

On rassemble maintenant les éléments des deux suites que l'on ordonne par ordre croissant. On note E cette nouvelle suite.

On note R1 le rang de x1 dans la suite E ; R2 le rang de x2 dans la suite E ; … ; Rn  le rang de xn dans la suite E.

- R1 est donc égal au nombre de yj strictement inférieurs à  x1 augmenté de 1 
 
(il faut compter en plus x1).

- R2 est donc égal au nombre de yj strictement inférieurs à x2 augmenté de 2
 
(il faut compter en plus x1 et x2).

...

- Rn est donc égal au  nombre de yj strictement inférieurs à xn augmenté de n
 
(il faut compter en plus x1, x2, ..., xn).

On en déduit que  R1 + R2 + … + Rn = Ux + 1 + 2 + … + n  (par définition de Ux).

D'où :  R1 + R2 + … + Rn = Ux +  eq \s\do1(\f(n (n + 1);2)).

En posant  Wx = R1 + R2 + … + Rn,  on obtient Wx = Ux +  eq \s\do1(\f(n (n + 1);2)).
Dans le cas où il y a des ex aequo, compte tenu de la façon dont on calcule les rangs, on obtient les mêmes relations.

· Ux prend ses valeurs entre 0 et n m.
La variable aléatoire Wx prend pour valeur la somme des rangs des éléments de l'échantillon prélevé dans la première population.

La valeur minimale de Wx est  1 + 2 + 3 + ... + n =  eq \s\do1(\f(n (n + 1);2))  et sa valeur maximale est  (m + 1) + (m + 2) + (m + 3) + ... + (m + n) = n m +  eq \s\do1(\f(n (n + 1);2)).

Le fait que  Ux = Wx (  eq \s\do1(\f(n (n + 1);2))  permet de conclure.

· E(Ux) = E(Uy) =  eq \s\do1(\f(n m;2))  sous l'hypothèse H0.
Le test est bâti sur le principe que si les individus proviennent de la même population (hypothèse H0), Ux et Uy ont la même loi de probabilité. 

Ux et Uy ont donc la même espérance mathématique. En utilisant la linéarité de l'espérance et la propriété  Ux + Uy = n m, on en déduit  E(Ux) = E(Uy) =  eq \s\do1(\f(n m;2)).

· U (  eq \s\do1(\f(n m;2)). 

En effet, raisonnons par l'absurde : 

Si  U >  eq \s\do1(\f(n m;2))  alors comme Ux > U et  Uy > U  on aurait  n m = Ux + Uy > 2 U > n m  ce qui est contradictoire.

· Pour tout réel a de  eq \b\bc\[(0 \o(\s\up4(.);,) \s\do1(\f(n m;2))) :  P(U ( a) = 2 P[(Ux ( a).

En effet :

P(U ( a) = P[(Ux ( a) ou (Uy ( a)] = P[(Ux ( a) ou (Ux ( n m ( a)] = 2 P[(Ux ( a).

Annexe 2

Probabilités associées au test unilatéral de Mann-Whitney

P(Ux ( a)

	m = 3
	
	m = 4


	1
	2
	3
	n

a
	
	1
	2
	3
	4
	n

a

	0,250
	0,100
	0,050
	0
	
	0,200
	0,067
	0,028
	0,014
	0

	0,500
	0,200
	0,100
	1
	
	0,400
	0,133
	0,057
	0,029
	1

	0,750
	0,400
	0,200
	2
	
	0,600
	0,267
	0,114
	0,057
	2

	
	0,600
	0,350
	3
	
	
	0,400
	0,200
	0,100
	3

	
	
	0,500
	4
	
	
	0,600
	0,314
	0,171
	4

	
	
	0,650
	5
	
	
	
	0,429
	0,243
	5

	
	
	
	
	
	
	
	0,571
	0,343
	6

	
	
	
	
	
	
	
	
	0,443
	7

	
	
	
	
	
	
	
	
	0,557
	8


	m = 5
	
	m = 6


	1
	2
	3
	4
	5
	n

a
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	n

a

	0,167
	0,047
	0,018
	0,008
	0,004
	0
	
	0,143
	0,036
	0,012
	0,005
	0,002
	0,001
	0

	0,333
	0,095
	0,036
	0,016
	0,008
	1
	
	0,286
	0,071
	0,024
	0,010
	0,004
	0,002
	1

	0,500
	0,190
	0,071
	0,032
	0,016
	2
	
	0,428
	0,143
	0,048
	0,019
	0,009
	0,004
	2

	0,667
	0,286
	0,125
	0,056
	0,028
	3
	
	0,571
	0,214
	0,083
	0,033
	0,015
	0,008
	3

	
	0,429
	0,196
	0,095
	0,048
	4
	
	
	0,321
	0,131
	0,057
	0,026
	0,013
	4

	
	0,571
	0,286
	0,143
	0,075
	5
	
	
	0,429
	0,190
	0,086
	0,041
	0,021
	5

	
	
	0,393
	0,206
	0,111
	6
	
	
	0,571
	0,274
	0,129
	0,063
	0,032
	6

	
	
	0,500
	0,278
	0,155
	7
	
	
	
	0,357
	0,176
	0,089
	0,047
	7

	
	
	0,607
	0,365
	0,210
	8
	
	
	
	0,452
	0,238
	0,123
	0,066
	8

	
	
	
	0,452
	0,274
	9
	
	
	
	0,548
	0,305
	0,165
	0,090
	9

	
	
	
	0,548
	0,345
	10
	
	
	
	
	0,381
	0,214
	0,120
	10

	
	
	
	
	0,421
	11
	
	
	
	
	0,457
	0,268
	0,155
	11

	
	
	
	
	0,500
	12
	
	
	
	
	0,545
	0,331
	0,197
	12

	
	
	
	
	0,579
	13
	
	
	
	
	
	0,396
	0,242
	13

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,465
	0,294
	14

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,535
	0,350
	15

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,409
	16

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,469
	17

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,531
	18


Probabilités associées au test unilatéral de Mann-Whitney

P(Ux ( a)

	m = 7


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	n

a

	0,125
	0,028
	0,008
	0,003
	0,001
	0,001
	0,000
	0

	0,250
	0,056
	0,017
	0,006
	0,003
	0,001
	0,001
	1

	0,375
	0,111
	0,033
	0,012
	0,005
	0,002
	0,001
	2

	0,500
	0,167
	0,058
	0,021
	0,009
	0,004
	0,002
	3

	0,625
	0,250
	0,092
	0,036
	0,015
	0,007
	0,003
	4

	
	0,333
	0,133
	0,055
	0,024
	0,011
	0,006
	5

	
	0,444
	0,192
	0,082
	0,037
	0,017
	0,009
	6

	
	0,556
	0,258
	0,115
	0,053
	0,026
	0,013
	7

	
	
	0,333
	0,158
	0,074
	0,037
	0,019
	8

	
	
	0,417
	0,206
	0,101
	0,051
	0,027
	9

	
	
	0,500
	0,264
	0,134
	0,069
	0,036
	10

	
	
	0,583
	0,324
	0,172
	0,090
	0,049
	11

	
	
	
	0,394
	0,216
	0,117
	0,064
	12

	
	
	
	0,464
	0,265
	0,147
	0,082
	13

	
	
	
	0,538
	0,319
	0,183
	0,104
	14

	
	
	
	
	0,378
	0,223
	0,130
	15

	
	
	
	
	0,438
	0,267
	0,159
	16

	
	
	
	
	0,500
	0,314
	0,191
	17

	
	
	
	
	0,562
	0,365
	0,228
	18

	
	
	
	
	
	0,418
	0,267
	19

	
	
	
	
	
	0,473
	0,310
	20

	
	
	
	
	
	0,527
	0,355
	21

	
	
	
	
	
	
	0,402
	22

	
	
	
	
	
	
	0,451
	23

	
	
	
	
	
	
	0,500
	24

	
	
	
	
	
	
	0,549
	25


Probabilités associées au test unilatéral de Mann-Whitney

P(Ux ( a)

	m = 8


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	n

a

	0,111
	0,022
	0,006
	0,002
	0,001
	0,000
	0,000
	0,000
	0

	0,222
	0,044
	0,012
	0,004
	0,002
	0,001
	0,000
	0,000
	1

	0,333
	0,089
	0,024
	0,008
	0,003
	0,001
	0,001
	0,000
	2

	0,444
	0,133
	0,042
	0,014
	0,005
	0,002
	0,001
	0,001
	3

	0,556
	0,200
	0,067
	0,024
	0,009
	0,004
	0,002
	0,001
	4

	
	0,267
	0,097
	0,036
	0,015
	0,006
	0,003
	0,001
	5

	
	0,356
	0,139
	0,055
	0,023
	0,010
	0,005
	0,002
	6

	
	0,444
	0,188
	0,077
	0,033
	0,015
	0,007
	0,003
	7

	
	0,556
	0,248
	0,107
	0,047
	0,021
	0,010
	0,005
	8

	
	
	0,315
	0,141
	0,064
	0,030
	0,014
	0,007
	9

	
	
	0,387
	0,184
	0,085
	0,041
	0,020
	0,010
	10

	
	
	0,461
	0,230
	0,111
	0,054
	0,027
	0,014
	11

	
	
	0,539
	0,285
	0,142
	0,071
	0,036
	0,019
	12

	
	
	
	0,341
	0,177
	0,091
	0,047
	0,025
	13

	
	
	
	0,404
	0,217
	0,114
	0,060
	0,032
	14

	
	
	
	0,467
	0,262
	0,141
	0,076
	0,041
	15

	
	
	
	0,533
	0,311
	0,172
	0,095
	0,052
	16

	
	
	
	
	0,362
	0,207
	0,116
	0,065
	17

	
	
	
	
	0,416
	0,245
	0,140
	0,080
	18

	
	
	
	
	0,472
	0,286
	0,168
	0,097
	19

	
	
	
	
	0,528
	0,331
	0,198
	0,117
	20

	
	
	
	
	
	0,377
	0,232
	0,139
	21

	
	
	
	
	
	0,426
	0,268
	0,164
	22

	
	
	
	
	
	0,475
	0,306
	0,191
	23

	
	
	
	
	
	0,525
	0,347
	0,221
	24

	
	
	
	
	
	
	0,389
	0,253
	25

	
	
	
	
	
	
	0,433
	0,287
	26

	
	
	
	
	
	
	0,478
	0,323
	27

	
	
	
	
	
	
	0,522
	0,360
	28

	
	
	
	
	
	
	
	0,399
	29

	
	
	
	
	
	
	
	0,439
	30

	
	
	
	
	
	
	
	0,480
	31

	
	
	
	
	
	
	
	0,520
	32


Annexe 3

Valeurs critiques Udu test de Mann et Whitney

U est le plus grand entier tel que P(Ux ( U) ( 

Test bilatéral :  = 10 %
Test unilatéral :  = 5 %
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	m

n

	0
	0
	1
	2
	2
	3
	4
	4
	5
	5
	6
	7
	7
	8
	9
	9
	10
	11
	3

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	14
	15
	16
	17
	18
	4

	
	
	4
	5
	6
	8
	9
	11
	12
	13
	15
	16
	18
	19
	20
	22
	23
	25
	5

	
	
	
	7
	8
	10
	12
	14
	16
	17
	19
	21
	23
	25
	26
	28
	30
	32
	6

	
	
	
	
	11
	13
	15
	17
	19
	21
	24
	26
	28
	30
	33
	35
	37
	39
	7

	
	
	
	
	
	15
	18
	20
	23
	26
	28
	31
	33
	36
	39
	41
	44
	47
	8

	
	
	
	
	
	
	21
	24
	27
	30
	33
	36
	39
	42
	45
	48
	51
	54
	9

	
	
	
	
	
	
	
	27
	31
	34
	37
	41
	44
	48
	51
	55
	58
	62
	10

	
	
	
	
	
	
	
	
	34
	38
	42
	46
	50
	54
	57
	61
	65
	69
	11

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	42
	47
	51
	55
	60
	64
	68
	72
	77
	12

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	51
	56
	61
	65
	70
	75
	80
	84
	13

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	61
	66
	71
	77
	82
	87
	92
	14

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	72
	77
	83
	88
	94
	100
	15

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	83
	89
	95
	101
	107
	16

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	96
	102
	109
	115
	17

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	109
	116
	123
	18

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	123
	130
	19

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	138
	20


Test bilatéral :  = 5 %
Test unilatéral :  = 2,5 %

	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	m

n

	-
	-
	0
	1
	1
	2
	2
	3
	3
	4
	4
	5
	5
	6
	6
	7
	7
	8
	3

	
	0
	1
	2
	3
	4
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	11
	12
	13
	14
	4

	
	
	2
	3
	5
	6
	7
	8
	9
	11
	12
	13
	14
	15
	17
	18
	19
	20
	5

	
	
	
	5
	6
	8
	10
	11
	13
	14
	16
	17
	19
	21
	22
	24
	25
	27
	6

	
	
	
	
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20
	22
	24
	26
	28
	30
	32
	34
	7

	
	
	
	
	
	13
	15
	17
	19
	22
	24
	26
	29
	31
	34
	36
	38
	41
	8

	
	
	
	
	
	
	17
	21
	23
	26
	28
	31
	34
	37
	39
	42
	45
	48
	9

	
	
	
	
	
	
	
	23
	26
	29
	33
	36
	39
	42
	45
	48
	52
	55
	10

	
	
	
	
	
	
	
	
	30
	33
	37
	40
	44
	47
	51
	55
	58
	62
	11

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	37
	41
	45
	49
	53
	57
	61
	65
	69
	12

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	45
	50
	54
	59
	63
	67
	72
	76
	13

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	55
	59
	64
	67
	74
	78
	83
	14

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	64
	70
	75
	80
	85
	90
	15

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	75
	81
	86
	92
	98
	16

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	87
	93
	99
	105
	17

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	99
	106
	112
	18

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	113
	119
	19

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	127
	20


Les tirets indiquent que les tailles des  échantillons sont trop faibles pour rejeter H0.

Test bilatéral :  = 2 %
Test unilatéral :  = 1 %
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	m

n

	-
	-
	-
	-
	0
	0
	1
	1
	1
	2
	2
	2
	3
	3
	4
	4
	4
	5
	3

	
	-
	0
	1
	1
	2
	3
	3
	4
	5
	5
	6
	7
	7
	8
	9
	9
	10
	4

	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	5

	
	
	
	3
	4
	6
	7
	8
	9
	11
	12
	13
	15
	16
	18
	19
	20
	22
	6

	
	
	
	
	6
	7
	9
	11
	12
	14
	16
	17
	19
	21
	23
	24
	26
	28
	7

	
	
	
	
	
	9
	11
	13
	15
	17
	20
	22
	24
	26
	28
	30
	32
	34
	8

	
	
	
	
	
	
	14
	16
	18
	21
	23
	26
	28
	31
	33
	36
	38
	40
	9

	
	
	
	
	
	
	
	19
	22
	24
	27
	30
	33
	36
	38
	41
	44
	47
	10

	
	
	
	
	
	
	
	
	25
	28
	31
	34
	37
	41
	44
	47
	50
	53
	11

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	31
	35
	38
	42
	46
	49
	53
	56
	60
	12

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	39
	43
	47
	51
	55
	59
	63
	67
	13

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	47
	51
	56
	60
	65
	69
	73
	14

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	56
	61
	66
	70
	75
	80
	15

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	66
	71
	76
	82
	87
	16

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	77
	82
	88
	93
	17

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	88
	94
	100
	18

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	101
	107
	19

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	114
	20



Test bilatéral :  = 1 %
Test unilatéral :  = 0,5 %

	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	m

n

	-
	-
	-
	-
	-
	-
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	2
	2
	2
	2
	3
	3
	3

	
	-
	-
	0
	0
	1
	1
	2
	2
	3
	3
	4
	5
	5
	6
	6
	7
	8
	4

	
	
	0
	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	5

	
	
	
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	9
	10
	11
	12
	13
	15
	16
	17
	18
	6

	
	
	
	
	4
	6
	7
	9
	10
	12
	13
	15
	16
	18
	19
	21
	22
	24
	7

	
	
	
	
	
	7
	9
	11
	13
	15
	17
	18
	20
	22
	24
	26
	28
	30
	8

	
	
	
	
	
	
	11
	13
	16
	18
	20
	22
	24
	27
	29
	31
	33
	36
	9

	
	
	
	
	
	
	
	16
	18
	21
	24
	26
	29
	31
	34
	37
	39
	42
	10

	
	
	
	
	
	
	
	
	21
	24
	27
	30
	33
	36
	39
	42
	45
	48
	11

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	27
	31
	34
	37
	41
	44
	47
	51
	54
	12

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	34
	38
	42
	45
	49
	53
	56
	60
	13

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	42
	46
	50
	54
	58
	63
	67
	14

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	51
	55
	60
	64
	69
	73
	15

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	60
	65
	70
	74
	79
	16

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	70
	75
	81
	86
	17

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	81
	87
	92
	18

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	93
	99
	19

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	105
	20


Les tirets indiquent que les tailles des  échantillons sont trop faibles pour rejeter H0.

N.B. : Pour m > 20 et n > 20, on pourra utiliser les approximations suivantes :


U =  eq \s\do1(\f(n m + 1;2)) ( u1(/2 eq \r(\s\do1(\f(m n (m + n + 1);12)))
test bilatéral

ou bien 
U =  eq \s\do1(\f(n m + 1;2)) ( u1( eq \r(\s\do1(\f(m n (m + n + 1);12)))
test unilatéral 

où  u1(/2  et  u1(  sont les fractiles d'ordres 1 (  eq \s\do1(\f(a;2)) et  1 (  de la loi normale centrée réduite.

Annexe 4 : explication, sur un exemple, de la construction des tables de l'annexe 2

Pour ceux qui veulent aller plus loin; démontrons, par exemple, que lorsque n = 4 et m = 5, P(Ux ( 2) Eq \o(–;\s\up2(()) 0,032.

Soit deux échantillons (X1 , X2 , X3 , X4) et  (Y1 , Y2 , Y3 , Y4 , Y5). 

Sous l'hypothèse H0 de même distribution de probabilités des variables dans les deux échantillons, les 9! permutations des rangs des variables d'échantillonnage sont équiprobables.

Pour déterminer  P(Ux ( 2), il faut dénombrer les permutations de rangs aboutissant à  Ux ( 2, ou encore à  Wx ( 12  puisque Ux = Wx (  eq \s\do1(\f(4 (4 + 1);2))  et  donc Wx = Ux + 10.

Wx étant la somme des rangs de l'échantillon X, elle prend comme valeur minimale 1 + 2 + 3 + 4 = 10 et   eq \b\bc\[(Wx ( 12)  est  équivalent à   eq \b\bc\[(Wx = 10  ou  Wx = 11  ou Wx = 12).

Il y a un unique ensemble de rangs de somme 10 : {1 , 2 , 3 , 4}, l'ensemble des rangs de l'échantillon Y est alors {5 , 6 , 7 , 8 , 9}.

Il y a 4! façons d'attribuer des rangs de sommes 10 à X1, X2, X3 et X4 et à chacune de ses façons sont associées 5! façons d'attribuer des rangs à Y1, Y2, Y3, Y4 et Y5. 

La probabilité  P(Wx = 10) =  eq \s\do1(\f(4! ( 5!;9!)). 

Il y a un unique ensemble de rangs de somme 11 : {1 , 2 , 3 , 5}, l'ensemble des rangs de l'échantillon Y est alors {4 , 6 , 7 , 8 , 9}.

Il y a 4! façons d'attribuer des rangs de sommes 11 à X1, X2, X3 et X4 et à chacune de ses façons sont associées 5! façons d'attribuer des rangs à Y1, Y2, Y3, Y4 et Y5. 

La probabilité  P(Wx = 11) =  eq \s\do1(\f(4! ( 5!;9!)). 

Il y a deux ensembles de rangs de somme 12 : {1 , 2 , 4 , 5} et {1 , 2 , 3 , 6}, les ensembles des rangs de l'échantillon Y sont alors respectivement {3 , 6 , 7 , 8 , 9} et {4 , 5 , 7 , 8 , 9}.

Il y a 2 ( 4! façons d'attribuer des rangs de sommes 12 à X1, X2, X3 et X4 et à chacune de ses façons sont associées 5! façons d'attribuer des rangs à Y1, Y2, Y3, Y4 et Y5. 

La probabilité  P(Wx = 12) =  eq \s\do1(\f(2 ( 4! ( 5!;9!)). 

On en déduit que  P(Ux ( 2) = P(Wx ( 12) =  eq \s\do1(\f(4 ( 4! ( 5!;9!)) Eq \o(–;\s\up2(()) 0,032. 
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� eq \s\do1(\f(n m;2))�





a





0








(�) D'un point de vue théorique, le test de Mann-Whitney est un test de localisation de deux lois : on considère qu'on est ici en présence de deux distributions de la variable dont les fonctions de répartition FA et FB ont la même forme mais peuvent être localisées différemment, ainsi, il existe un réel  tel que pour tout réel x,  FB(x) = FA(x ( ). Alors H0 se traduit par " = 0" et H1 par " �SYMBOL 185 \f "Symbol"\h� 0" (test bilatéral), ou " > 0" ou " < 0" (test unilatéral).


(�) Pour une proposition "cond" (vraie ou fausse), on pose : 1cond = � eq \b\lc\{( \a\al\vs4(1  lorsque  "cond"  est vraie;0  sinon))�
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