UNE IDÉE DE PROGRESSION 
POUR LE CHAPITRE ÉCHANTILLONNAGE 
EN CLASSE DE SECONDE GÉNÉRALE

1 - INTRODUCTION

Dans le chapitre statistique descriptive, on a vu que l'on peut résumer une série statistique, soit par des graphiques, soit en calculant des paramètres (moyenne, médiane, mode, étendue…).

Prévoir un exemple de rappel si le chapitre statistique a été traité depuis longtemps.

Et quand la description exhaustive n’est plus possible ?

On a alors à notre disposition un autre domaine de la statistique : la statistique inférentielle qui permet à partir de l'étude d'un échantillon, d'estimer les valeurs des paramètres d'une population (estimation de paramètres) ou encore de vérifier certaines hypothèses sur des populations (tests statistiques) avec un certain risque d'erreur.

2 - NOTIONS D’ÉCHANTILLONNAGE 

Première question : Je veux connaître la taille moyenne des élèves de Seconde C du lycée. Que dois-je faire ?

………………………………………………………………………………………………… …………………………………………………………………………………………………

Deuxième question : On veut connaître le goût d'une soupe. Faut-il boire toute  la soupière ?

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Troisième question : Je veux tester la qualité d’une boîte de cent cartouches achetées dans un « vide grenier ». Faut-il toutes les essayer ?

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Ces différentes questions permettent de générer un débat au sein de la classe, d’amener quelques définitions et quelques règles.

Population : Le mot population est pris au sens large. C'est l'ensemble sur lequel on veut étudier un ou plusieurs caractère(s) particulier(s).

Individu : C'est un élément de la population étudiée. Les individus peuvent être des personnes, des animaux, des objets, des plantes...

Première règle : On peut étudier une population entière si celle-ci est de taille raisonnable ou s'il s'agit d'un recensement.

Deuxième règle : On ne peut pas étudier l'intégralité d'une population si celle-ci est trop importante (contraintes de temps, de coûts), si l'observation détruit l'individu ou s'il y a risque pour l'individu. Dans ce cas, on étudie une petite partie de la population, appelée échantillon. Le nombre d’éléments constituant l’échantillon est appelé taille de l’échantillon.

Troisième règle : Lorsqu’on fait des estimations sur une population, l’estimation est d’autant meilleure que la taille de l'échantillon est importante.

3 - COMMENT PRÉLEVER UN ÉCHANTILLON ?

Activité 1 

1)  On dispose d'un sac contenant un nombre N de haricots : 5 rouges et 15 blancs.

Calculer la proportion p de haricots rouges.

On veut constituer un échantillon de taille n (n = 10). Pour cela, on effectue n = 10 tirages de 1 haricot de façon aléatoire.

Calculer la probabilité de tirer un haricot rouge pour les trois premiers tirages.

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Cette question permet d’introduire la notion d’indépendance entre les tirages. La question avec ou sans remise sera posée. Les élèves doivent constater que si l'on effectue des tirages successifs sans remise, les calculs de probabilités sont plus difficiles et la probabilité de tirer un haricot rouge varie de façon significative.

2)  On dispose maintenant d'un sac contenant 20 000 haricots rouges et 80 000 haricots blancs.

Calculer la proportion p de haricots rouges.

On veut constituer un échantillon de taille n (n = 100).

Calculer la probabilité de tirer un haricot rouge pour les trois premiers tirages. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Les élèves doivent constater que la probabilité de tirer un haricot rouge varie cette fois de façon négligeable si les tirages se font sans remise. Par la suite lorsque la taille de la population sera très importante par rapport à la taille de l’échantillon, les tirages pourront être assimilés à des tirages avec remise.

Activité 2 

On dispose toujours d'un sac contenant des haricots rouges et des haricots blancs, N est très grand (N = 100 000). On tire un échantillon de 2 individus.

Quelles sont les issues possibles ? Que peut-on dire sur la proportion de haricots rouges ?

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….......

On attend des élèves qu’ils remarquent que la taille d’échantillon est trop petite pour donner une estimation de la proportion dans la population. On peut affirmer que plus la taille d’échantillon est grande, meilleure sera l’estimation.

Un échantillon est constitué des résultats de n répétitions indépendantes de la même expérience aléatoire.

Construction d’un échantillon :

En théorie : On peut utiliser une table de nombres aléatoires, la fonction Random d'une calculatrice ou la fonction ALEA() d'un tableur.

On numérote les individus de la population de 1 à N; on construit une liste de n nombres entiers aléatoires compris entre 1 et N. Chaque nombre obtenu correspond à un numéro d'individu. L’échantillon sera constitué des n individus correspondant aux n numéros.

Activité 3 - Réalisation d'un échantillon

On veut réaliser un sondage auprès des élèves du lycée sur les moyens de transport. Construire un échantillon aléatoire de 30 élèves dans une population comportant 654 individus (vous disposez d'une calculatrice et/ou d'une table de nombres aléatoires).

4 - DISTRIBUTION DES FREQUENCES D’ECHANTILLONNAGE

Exercice

On considère un groupe de quatre enfants : Adeline, Benjamin, Clara et David qui pratiquent chacun un sport : Benjamin et Clara font du volley, Adeline de la natation, David du rugby.

1) a) Représenter, par un diagramme en bâtons, la répartition des enfants par sport.
b) Donner la proportion p d’enfants de la population (le groupe des 4 enfants) pratiquant le rugby.

2) Combien peut-on former d’échantillons de taille 3 constitués par un tirage avec remise ? En donner toute la liste.
3) Pour chaque échantillon de la question 2), donner la fréquence f du choix « Rugby »; on obtient une nouvelle série appelée S. (Voir feuille annexe).
4) a) Représenter par un diagramme en bâtons la série statistique S.
b) Calculer la moyenne de la série S.

Conclusion : Les élèves constatent que les fréquences varient d’un échantillon à l’autre  (fluctuation d’échantillonnage). Ils visualisent l’ensemble des fréquences obtenues sur tous les échantillons (distribution des fréquences d’échantillonnage).

[image: image3.emf]0/302/304/306/308/30

10/30 12/30 14/30 16/30 18/30 20/30 22/30 24/30 26/30 28/30 30/30

0%

2%

4%

6%

8%

10%

12%

14%

16%

18%

Echantillons de taille 30

Fréquence du choix du rugby

Probabilité

[image: image4.emf]0/101/102/103/104/105/106/107/108/109/10

10/10

0%

5%

10%

15%

20%

25%

30%

Echantillons de taille 10

Fréquence du choix du rugby

Probabilité

Pour des échantillons avec remise de taille 10, puis 30, puis 100, on obtient les distributions suivantes :
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Les élèves constatent que la distribution reste centrée sur ¼.

Feuille annexe :

Tableau à fournir à la question 3).


	Échantillons de taille 3
	Sport pratiqué
	Série S
fréquences du choix du rugby
	
	Échantillons de taille 3
	Sport pratiqué
	Série S
fréquences du choix du rugby

	A
	A
	A
	N
	N
	N
	 
	
	C
	A
	A
	V
	N
	N
	 

	A
	A
	B
	N
	N
	V
	 
	
	C
	A
	B
	V
	N
	V
	 

	A
	A
	C
	N
	N
	V
	 
	
	C
	A
	C
	V
	N
	V
	 

	A
	A
	D
	N
	N
	R
	 
	
	C
	A
	D
	V
	N
	R
	 

	A
	B
	A
	N
	V
	N
	 
	
	C
	B
	A
	V
	V
	N
	 

	A
	B
	B
	N
	V
	V
	 
	
	C
	B
	B
	V
	V
	V
	 

	A
	B
	C
	N
	V
	V
	 
	
	C
	B
	C
	V
	V
	V
	 

	A
	B
	D
	N
	V
	R
	 
	
	C
	B
	D
	V
	V
	R
	 

	A
	C
	A
	N
	V
	N
	 
	
	C
	C
	A
	V
	V
	N
	 

	A
	C
	B
	N
	V
	V
	 
	
	C
	C
	B
	V
	V
	V
	 

	A
	C
	C
	N
	V
	V
	 
	
	C
	C
	C
	V
	V
	V
	 

	A
	C
	D
	N
	V
	R
	 
	
	C
	C
	D
	V
	V
	R
	 

	A
	D
	A
	N
	R
	N
	 
	
	C
	D
	A
	V
	R
	N
	 

	A
	D
	B
	N
	R
	V
	 
	
	C
	D
	B
	V
	R
	V
	 

	A
	D
	C
	N
	R
	V
	 
	
	C
	D
	C
	V
	R
	V
	 

	A
	D
	D
	N
	R
	R
	 
	
	C
	D
	D
	V
	R
	R
	 

	B
	A
	A
	V
	N
	N
	 
	
	D
	A
	A
	R
	N
	N
	 

	B
	A
	B
	V
	N
	V
	 
	
	D
	A
	B
	R
	N
	V
	 

	B
	A
	C
	V
	N
	V
	 
	
	D
	A
	C
	R
	N
	V
	 

	B
	A
	D
	V
	N
	R
	 
	
	D
	A
	D
	R
	N
	R
	 

	B
	B
	A
	V
	V
	N
	 
	
	D
	B
	A
	R
	V
	N
	 

	B
	B
	B
	V
	V
	V
	 
	
	D
	B
	B
	R
	V
	V
	 

	B
	B
	C
	V
	V
	V
	 
	
	D
	B
	C
	R
	V
	V
	 

	B
	B
	D
	V
	V
	R
	 
	
	D
	B
	D
	R
	V
	R
	 

	B
	C
	A
	V
	V
	N
	 
	
	D
	C
	A
	R
	V
	N
	 

	B
	C
	B
	V
	V
	V
	 
	
	D
	C
	B
	R
	V
	V
	 

	B
	C
	C
	V
	V
	V
	 
	
	D
	C
	C
	R
	V
	V
	 

	B
	C
	D
	V
	V
	R
	 
	
	D
	C
	D
	R
	V
	R
	 

	B
	D
	A
	V
	R
	N
	 
	
	D
	D
	A
	R
	R
	N
	 

	B
	D
	B
	V
	R
	V
	 
	
	D
	D
	B
	R
	R
	V
	 

	B
	D
	C
	V
	R
	V
	 
	
	D
	D
	C
	R
	R
	V
	 

	B
	D
	D
	V
	R
	R
	 
	
	D
	D
	D
	R
	R
	R
	 

	
	
	
	Moyenne
	 
	
	
	
	
	Moyenne
	 


5 - INTERVALLE DE FLUCTUATION

Activité 1 - Objectif : comprendre la notion d’intervalle de fluctuation

Vous disposez d’une urne contenant 10 jetons : quatre portent la lettre A et six portent la lettre B. 

(Dix petits carrés de papier sont donnés à chaque élève.)

On appelle p la proportion de jetons portant la lettre A dans l’urne.

Par groupe de deux, vous devez constituer 15 échantillons aléatoires, avec remise, de taille 5. Pour chacun, vous calculerez la fréquence d’apparition de la lettre A.

	N° d’échantillon
	Jetons obtenus dans les échantillons
	
	Fréquences

du A

	1
	
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	
	
	
	
	
	
	

	4
	
	
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	
	
	

	6
	
	
	
	
	
	
	

	7
	
	
	
	
	
	
	

	8
	
	
	
	
	
	
	

	9
	
	
	
	
	
	
	

	10
	
	
	
	
	
	
	

	11
	
	
	
	
	
	
	

	12
	
	
	
	
	
	
	

	13
	
	
	
	
	
	
	

	14
	
	
	
	
	
	
	

	15
	
	
	
	
	
	
	


Quelles valeurs de fréquences avez-vous obtenues ?

Quelles sont les valeurs possibles ?

Construisez le tableau d’effectifs de la série des fréquences concernant vos 15 échantillons.

	Fréquences
	
	
	
	
	
	
	Total

	Effectifs
	
	
	
	
	
	
	15


Construisez sur papier un nuage de points qui représentera les fréquences d’apparition du jeton portant la lettre A en fonction des numéros d’échantillons.

Mise en commun par l’enseignant des résultats de tous les élèves de la classe et présentation du nuage de points global. Les élèves observent qu’il y a beaucoup de fréquences autour de 0,4.

Le nuage suivant est réalisé grâce au logiciel TinkerPlots :
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Réalisation d’une simulation sur tableur

Réalisée par l’enseignant pour montrer l’influence de la taille d’échantillon sur l’intervalle de fluctuation.

On réalise des tirages automatiques d’échantillons; on tire 1 000 échantillons de taille 10, 1 000 échantillons de taille 30, 1 000 échantillons de taille 50, 1 000 échantillons de taille 100 et à chaque échantillon on associe la fréquence d’apparition de la lettre A.

On obtient les nuages de points suivants : 

L’enseignant trie ensuite les données selon la taille des échantillons :
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Définition : 

On note p la proportion de la population qui vérifie un caractère particulier A.

On note n la taille des échantillons prélevés.

Lorsque n supérieur ou égal à 25 et p compris entre 0,2 et 0,8, alors pour 95 % des échantillons, la fréquence f du caractère A observée sur l’échantillon appartient à l’intervalle  eq \b\bc\[(p ( \s\do1(\f(1;\r(n))) \o(\s\up4(.);,) p + \s\do1(\f(1;\r(n)))).

Cet intervalle est appelé intervalle de fluctuation de f au niveau de probabilité de 95 %.

On peut alors faire calculer les intervalles de fluctuation pour p = 0,4 et pour n = 30, n = 50 et n = 100 et les visualiser sur les nuages de points précédents.

6 – PRENDRE UNE DECISION À PARTIR D’UN ÉCHANTILLON

Méthode :

Pour apprécier si une fréquence observée f sur un échantillon de taille n est compatible ou non avec une population dans laquelle un caractère est représenté avec une proportion p, on examine si f appartient à l’intervalle de fluctuation au seuil de 95 %.

Si f n’est pas dans l’intervalle de fluctuation, alors on peut rejeter l’hypothèse de compatibilité avec un risque d’erreur de 5 %.

Si f est dans l’intervalle de fluctuation, alors on ne peut pas rejeter l’hypothèse de compatibilité.

Exercice

Deux entreprises A et B recrutent dans une région où il y a autant de femmes que d’hommes, avec la contrainte du respect de la parité.

Dans l’entreprise A, il y a 100 employés dont 43 femmes. 

Dans l’entreprise B, il y a 2 500 employés dont 1 150 femmes. 

1) Calculer les proportions de femmes dans les deux entreprises.

2) Les deux entreprises sont assimilables à des échantillons respectivement de taille 100 et 2 500, prélevés dans une population sensée contenir une proportion p = 0,5 de femmes (parité hommes-femmes). 

a) Calculer pour chacun d’eux l’intervalle de fluctuation correspondant. 

b) Indiquer l’entreprise qui respecte le mieux la parité et expliquer pourquoi.

A priori, on aurait tendance à dire que l’entreprise B respecte mieux la parité car la proportion de femmes y est plus importante. En calculant les intervalles de fluctuation, on constate que la proportion de femmes dans l’entreprise B n’appartient pas à l’intervalle de fluctuation de p = 0,5.

7 - Estimer une proportion inconnue p à partir d’une fréquence observée f sur un échantillon

1)  Démontrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n : 

f (  eq \b\bc\[(p ( \s\do1(\f(1;\r(n))) \o(\s\up4(.);,) p + \s\do1(\f(1;\r(n))))  équivaut à  p (  eq \b\bc\[(f ( \s\do1(\f(1;\r(n))) \o(\s\up4(.);,) f + \s\do1(\f(1;\r(n))))
2)  On souhaite estimer la proportion p (inconnue) d'une sous-population A à partir d'un échantillon de taille 40 prélevé au hasard et sans remise. Sur cet échantillon la fréquence observée est  f = 0,6.

Intervalle de confiance : 

On prélève un échantillon de taille n (supérieure ou égale à 25) dans une population dont une proportion p inconnue vérifie un caractère A.

On note f la fréquence du caractère A dans l’échantillon observé.

On retient les valeurs de p qui font en sorte que f (  eq \b\bc\[(p ( \s\do1(\f(1;\r(n))) \o(\s\up4(.);,) p + \s\do1(\f(1;\r(n)))), ces valeurs de p constitue l'intervalle  eq \b\bc\[(f ( \s\do1(\f(1;\r(n))) \o(\s\up4(.);,) f + \s\do1(\f(1;\r(n)))). 

On appelle cet intervalle un intervalle de confiance au niveau 95 % de p.

Les élèves déterminent les intervalles de fluctuation associés à différentes valeurs de p.
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Ils obtiennent le graphique suivant qui leur permet de déterminer graphiquement l'intervalle de confiance associé à leur échantillon.

Application :

Un candidat à une élection effectue un sondage dans sa circonscription comportant 85 842 électeurs. Sur 1 068 personnes interrogées, 550 déclarent vouloir voter pour ce candidat.

Pour gagner l’élection au 1er tour, un candidat doit obtenir 50% des voix.

Ce candidat affirme : « Si les élections avaient eu lieu le jour du sondage et si les réponses au sondage étaient sincères, alors j’aurais été élu au 1er tour. »

Qu’en pensez-vous ?

L’intervalle de confiance à 95% calculé est [0,484 ; 0,546]. L’échantillon favorable à 51,5 % au candidat peut très bien être issu d’une population qui ne voterait qu’à 48,4% pour ce candidat…
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