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machine à calculer 
Sophie possède une sorte de machine à calculer munie d’une touche ( .

Quand Sophie tape 5 puis (, sa machine affiche : 25

Quand Sophie tape 7 puis (, sa machine affiche : 31

Quand Sophie tape 10 puis (, sa machine affiche : 40

Quand Sophie tape 9 puis (, que pourrait afficher sa machine ?

Expliquez comment vous avez trouvé votre réponse.

ANALySe A PRIORI 

Domaine de connaissances 

-
Arithmétique : les opérations, calcul réfléchi

-
Approche intuitive de la notion de fonction 

Analyse de la tâche

-
Comprendre que la touche ( fait correspondre une « image » à tout nombre que l’on « entre » dans la machine.

-
Constater que, à l’entrée, de 5 à 7 on augmente de 2 alors que, à la sortie l’augmentation de 25 à 31 est de 6. Faire l’hypothèse que chaque fois qu’on augment de 1 le nombre de l’entrée, la machine augmente de 3 le nombre affiché. L’image de 9 serait alors 37 et l’hypothèse serait vérifiée par l’image de 10 qui est 40.

Ou : procéder par un tableau de nombre à compléter et y chercher des régularités, en particulier celle évoquée précédemment.


entrées :

5
6
7
8
9
10


images

25

31


40


Dans ce cas, il suffit de compléter la suite arithmétique 25 ; 28 ; 31 ; 34 ; 37 ; 40 (en vérifiant le 31 au passage et en déterminant le 37 comme image de 9).

Ou : d’un point de vue « fonctionnel », chercher des relations directes entre l’entrée et la sortie : envisager une multiplication, ou une addition, ou une élévation au carré et se rendre compte qu’il faut orienter ses recherches vers une composition de deux « fonctions simples », par exemple d’une multiplication et d’une addition.


La multiplication par 4, suggérée par la correspondance 10 ((( 40 montre qu’il faudrait de « petites corrections » pour 5 (4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 5 + 5 = 25)  et 7 (4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 7 + 3 = 31). Une multiplication par 3 fait correspondre 3, 7 et 10 à 15, 21 et 30 qui valent 10 de moins que les images respectives issues de la machine. La « machine à multiplier par 3 puis ajouter 10 » (fonction affine x ((( 3x + 10) est donc une hypothèse à accepter pour les trois couples donnés. Il en existe une infinité d’autres d’un point de vue mathématique, mais celle-ci paraît la plus disponible pour des élèves de l’école primaire.

-
L’hypothèse étant acceptée, il suffit de calculer l’image de 9 par la « machine à multiplier par 3 et ajouter 10 », c’est-à-dire 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 9 + 10 = 37

Ou, pour les élèves qui ont déjà rencontré des représentations graphiques, utiliser le fait que les trois couples (5 ; 25), (7 ; 31) et (10 ; 40) sont représentés par des points alignés.

Attribution des points 

4
Réponse exacte (37) avec explicitation de la règle trouvée et vérification sur les trois exemples donnés 

3
Réponse exacte avec explications incomplètes (par exemple sans les vérifications des trois exemples donnés)

2
Réponse exacte sans aucune explication


ou émission d’une hypothèse, confrontation avec les autres valeurs numériques mais sans calculer l’image de 9 

1
Résultats comme 45 ou 36 ; avec une conjecture émise, explicitée mais non pas vérifiée pour les autres nombres donnés, et appliquée directement au nombre « 9 »

0
incompréhension du problème, absence de résultat

Niveaux : 5, 6, 7
Origine : Châteauroux
Fouilles archÉologiques
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Dans la tombe d’un ancien empereur de Transalpie, des archéologues ont retrouvé une partie d’une tablette sur laquelle tous les nombres sont illisibles sauf 25 et 62. 

Les archéologues savent que, à cette époque, les tablettes de nombres étaient construites selon des règles bien précises :

- 
une tablette complète était un quadrillage carré (même nombre de lignes que de colonnes)

- 
on y écrivait la suite des nombres entiers 1, 2, 3, .... en commençant par 1 dans la première case en haut à gauche, 

-
les nombres se suivaient de gauche à droite et, lorsqu’une ligne était complète, on continuait dans la ligne au-dessous, toujours de gauche à droite,

-
il y avait un nombre dans chaque case et, évidemment, le plus grand nombre se trouvait dans la case en bas à droite.

Combien y avait-il de nombres dans cette tablette lorsqu’elle était complète?

Expliquez comment vous avez trouvé votre réponse.

Analyse a priori 

Domaine de connaissances
-
Arithmétique: régularité dans la numération (bande numérique), opérations (multiplication et division euclidienne)

-
Géométrie: disposition ordonnée sur une grille carrée 
Analyse de la tâche

-
Se rendre compte que les tablettes qui répondent aux règles de construction ont un nombre de cases qui est un carré (4, 9, 16, ... ) et que, par conséquent, y figurent les nombres de 1 à 4 dans la tablette « 2 » ou de 1 à 9 dans la tablette « 3 » ou de 1 à 16 dans la tablette « 4 », …

-
Construire éventuellement une ou deux tablettes complètes pour se faire une représentation de ces objets anciens. (Constater que la tablette dessinée n’est certainement pas la tablette « 10 » des nombres de 1 à 100 (10 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 10) car le 29 (quatre cases après 25 devrait être dans la colonne du 69 et non du 62.)

-
Observer que, d’après le fragment donné où apparaissent le 62 et des cases de la ligne suivante, la tablette n’est pas celle de « 8 » (64) ni d’un des carrés inférieurs, mais au moins celle de « 9 » (81) ou d’un carré supérieur.

-
Déduire des règles de construction que la différence entre deux nombres qui se suivent dans une même colonne est le « numéro » (nombre de lignes ou colonnes) de la tablette. 

-
Compléter les cases de la ligne du 25 jusqu’à 29 (dans la colonne de 62). Observer qu’il y a trois lignes entre ces deux nombres et calculer leur différence, 62 – 29 = 33, qui vaut trois fois le « numéro » de la tablette. En déduire qu’il s’agit de la tablette « 11 », qui contient les 121 nombres de 1 à 121.

Ou: chercher à situer la case 25 par rapport à la case 1 pour reconstituer la tablette. Par exemple, compléter les 4 cases qui précèdent le 62 dans sa ligne, (61, 60, 59, 58), voir que, de 58 il faut remonter de 33 (3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 11) pour arriver à 25, (47, 36, 25) puis continuer par 14 et 3 pour arriver à la 3e case de la première ligne (on ne peut aller plus haut sans entrer dans les nombres négatifs).  Avec ces données, compléter le tableau et s‘apercevoir qu’il s’agit de la tablette « 11 » (d’autres « chemins » reconstitués, en diagonale, horizontalement ou verticalement permettent d’arriver aux mêmes conclusions). 

Ou : construire les tablettes « 9 », « 10 » et « 11 » pour constater que cette dernière convient, sans toutefois se rendre compte que c’est la seule. 

Attribution des points

4
Solution correcte (121) avec explication de la procédure où figure explicitement la référence à la différence 33 ou aux multiples de 11 ; ou d’un autre procédure de reconstitution du tableau, par lignes, colonnes ou diagonales (dans lesquelles le nombre 11 est aussi explicitement cité).
3
Solution correcte (121) avec explication peu claire ou une simple référence à des essais 
2
Solution correcte (121) sans explication 


ou réponse comportant une seule erreur de calcul mais avec démarche correcte

1
Début de raisonnement montrant que plusieurs grilles ont été prises en considération
0
Incompréhension du problème
Niveaux : 5, 6, 7

Origine: Siena

LES CONFITURES

C’est la récolte des cerises. Grand-mère prépare des confitures dans son énorme chaudron, pour sa famille et ses voisins.

Lundi, elle cuit 8 kg de cerises avec 5 kg de sucre.

Mardi, elle cuit 10 kg de cerises avec 7 kg de sucre.

Jeudi, jour de la plus grande récolte, elle cuit 16 kg de cerises avec 10 kg de sucre.

Samedi, fin de la récolte, elle cuit 5 kg de cerises avec 3 kg de sucre.

Quel est le jour où elle a fait la confiture qui a le goût le plus sucré ?

Y a-t-il des jours où  les confitures ont le « même goût » en sucre ?

Expliquez comment vous avez trouvé vos réponses.

Analyse a priori

Domaine de connaissances

-
Arithmétique : proportionnalité « intuitive »

Analyse de la tâche

-
Identifier les deux grandeurs en jeu dans le problème, les quantités de sucre et celles de fruits.

-
Se rendre compte qu’il faut tenir compte simultanément des deux grandeurs et ne pas se baser sur le sucre seulement, en pensant par exemple que la plus sucrée est celle du jeudi car c’est ce jour-là que la quantité de sucre est la plus grande.

-
Éviter de raisonner sur les écarts entre quantités de sucre et de fruits. Par exemple, l’écart entre les masses de sucre et de confiture est 3 kg pour le lundi comme pour le mardi et en déduire que les deux confitures ont la même teneur en sucre, sans envisager des cas comme 4 et 1 ou 3 et 0, où l’écart est toujours le même mais la confiture de moins en moins sucrée. Éviter de même de raisonner sur les écarts entre quantités de même nature d’un jour à un autre. 

-
S’intéresser aux rapports des masses en doublant, triplant, divisant par deux, ... , chacune des quantités. Exemple : si je fais deux chaudrons de 8 g de fruits et 5 kg de sucre, la teneur en sucre doit être la même que si on cuit ensemble 16 kg de fruits et 10 kg de sucre et en déduire que la teneur en sucre est la même lundi et jeudi.

-
Constater qu’en doublant les quantités de samedi, on obtient 10 kg de fruits et 6 kg de sucre, ce qui permet de dire que la confiture du samedi est moins sucrée que celle de mardi : 10 kg de fruits et 7 kg de sucre.

-
Poursuivre dans les rapports de masse pour comparer, par exemple, les confitures de samedi et jeudi, en faisant coïncider l’une des quantités. En triplant celle de jeudi on trouve 48 kg de fruits pour 30 kg de sucre, en prenant dix fois celle de samedi, on trouve 50 kg de fruits pour 30 kg de sucre, ce qui permet de dire que celle de samedi est moins sucrée.

-
Exprimer les réponses : la plus sucrée le mardi, la même teneur en sucre le lundi et le jeudi. (Celle de samedi étant la moins sucrée).

Ou : mettre en oeuvre une procédure « experte » (pour les élèves qui maîtrisent la proportionnalité) en calculant, par exemple, le rapport pour chaque jour,  masse du sucre/masse totale. On obtient ainsi, en nombres décimaux affichés sur une calculatrice : mardi : 7/17 ( 0,41  >  lundi et jeudi  5/13 = 10/26 ( 0,38  >  samedi : 3/8 ( 0,375.

Ou : calculer les rapports journaliers entre sucre et confiture et trouver ainsi la confiture la plus sucrée avec d’autres types de rapport que les précédents, mais permettant aussi la comparaison :

 


lundi
mardi
jeudi
samedi



sucre (en kg)
5
7
10
3



cerises (en kg)
8
10
16
5



rapport
5/8 = 0,625
7/10 = 0,7
10/16 = 0,625
3/5 = 0,6

Attribution des points

4
Réponse correcte et complète (mardi la plus sucrée, lundi et jeudi même teneur en sucre) avec explications claires sur la base de rapports

3
Réponse correcte et complète avec explications peu claires

2
Une des deux réponses correctes, avec explications


ou les deux réponses correctes sans explications

1
Une des deux réponses correctes, sans explications

0
Procédures de comparaison des écarts ou incompréhension du problème

Niveaux : 6, 7, 8
Origine: Groupe «proportionnalité»

Zéro perdant

Un commerçant a vendu un article dont le prix en euros est un nombre entier de trois chiffres comportant un « 0 ».

En établissant la facture, il commet une erreur et ne frappe que les deux chiffres différents de « 0 », dans le bon ordre cependant. Il envoie donc cette facture avec un prix qui est un nombre de deux chiffres.

Lorsque le client paie la facture, le commerçant s’aperçoit de son erreur et se dit : "auvaise affaire, j’ai perdu 441 euros en oubliant ce maudit 0 !"
Quel était le prix de l’objet ?

Expliquez comment vous l’avez trouvé.

Analyse a priori 

Domaine de connaissances

-
Arithmétique : numération, opérations

Analyse de la tâche

-
Comprendre que le « 0 » du prix réel est soit le chiffre des dizaines, soit celui des unités.

-
Se rendre compte que si le « 0 » est le chiffre des dizaines, la perte est un multiple de 10 (ou se termine par « 0 ») puisque (exemple  907 devient 97, perte 907 – 97 = 810) le chiffre des unités est le même dans le prix réel et le prix erroné. Comme la perte de l’énoncé, 441, n’est pas un multiple de 10, il faut abandonner ce cas.

-
Analyser le cas où le « 0 » est le chiffre des unités par quelques exemples pour se donner un « ordre de grandeur de la perte en passant du nombre de trois chiffres à celui de deux chiffres : 630 devient 63, perte 630 – 63 = 567,  960 devient 96, perte 854... Comprendre ainsi que le nombre des centaines est déterminant pour s’approcher de la perte effective. 9 centaines donne une perte située de l’ordre de 8 à 9 centaines, 6 centaines donne une perte de l’ordre de 5 à 6 centaines. En déduire que le prix cherché a 5 ou 4 comme chiffre des centaines puisque la perte est de 441. 

-
Continuer par la recherche du chiffre des dizaines, par essais successifs organisés :  540 – 54 = 486, 550 – 55 = 495 (on s’éloigne), 530 – 53 = 477, ..., 510 – 51 = 459, 490 – 49 = 441, 480 – 48 = 432, ... (on s’éloigne et on ne trouvera pas d’autre solution).

Ou : après avoir compris que le « 0 » est le chiffre des unités, poser une addition du genre: ab + 441 = ab0. Pour obtenir « 0 » b vaut 9 et l’addition précédente devient: a9 + 441 = a90, d’où  a = 4, et le prix correct est  490, seule solution possible.

Ou : poser l’algorithme écrit de la soustraction pour les deux cas : 

a
0
b

a
b
0



-

a
b
– 

a
b



4
4
1

4
4
1


constater qu’il faut renoncer au premier cas ; examiner le second cas, reconstituer la soustraction : b = 9 et


a = 4 (9 – 5 ou 8 – 4) pour arriver au nombre initial 490.

Ou, par un raisonnement plus généralisé, comprendre que n centaines devenant n dizaines, la perte est la différence entre 100 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h n et 10 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h n, c’est-à-dire 90 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h n et que la transformation de m dizaines en m unités représente une perte de 10 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h m – 1 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h m = 9 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h m. La perte totale est donc 90 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h n + 9 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h m = 441. Le multiple de 90 qui précède 441 est 360 (4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 90) auquel on peut ajouter 81 = 9 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 9 pour arriver à 441. Le nombre cherché est donc composé de 4 centaines et 9 dizaines : 490. (En partant du multiple de 90 qui suit 441, 450 (5 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 90), il faudrait retrancher 1 x 9 pour arriver à 441, le nombre cherché est alors composé de 5 centaines moins 1 dizaine, c’est-à-dire aussi 490.) 

Attribution des points

4
Réponse correcte (490) avec une explication complète où apparaissent clairement 490, 49 et la différence 441

3
Réponse correcte (490) avec explications lacunaires ou confuses


ou réponse 490 trouvée « par essais » non organisés (« nous avons fait de nombreux essais et nous avons trouvé »)

2
Réponse correcte (490) sans aucune explication

1
Début de résolution cohérent

0
Incompréhension du problème 

Niveaux : 6, 7, 8
Origine : Idée tirée de N. Rouche, Du quotidien aux mathématiques Ellipses 2006, mise en scène par C.I.

Des truites

Dans une pisciculture, on élève deux sortes de truites pour la consommation : des blanches et des saumonées. 

Il y a deux bassins, A et B, dans lesquels un employé doit pêcher les truites demandées par un client. Mais il ne peut reconnaître le type d’une truite qu’après l’avoir attrapée.

· Dans le bassin A, il y a 60 truites blanches et 100 truites saumonées.

· Dans le bassin B, il y a 80 truites blanches et 140 truites saumonées.

Un client préfère les truites blanches, il en voudrait une. 

Dans quel bassin l’employé doit-il pêcher pour avoir le plus de chances d’avoir une truite blanche du premier coup ?

Expliquez votre raisonnement

ANALySe A PRIORI 

Domaine de connaissances 

-
Probabilités intuitives

- 
Arithmétique : proportionnalité, rapports

Analyse de la tâche 

-
Comprendre qu’il ne faut pas simplement comparer les nombres de truites blanche (80 > 60 et choisir le bassin B parce qu’elles y sont plus nombreuses) ou les nombres de truites saumonées (140 > 100 et choisir le bassin A car on risque moins d’y trouver des truites saumonées). L’abandon de cette conception devrait s’appuyer, par exemple, sur la constatation que, si on divise le bassin B en deux bassins de 40 truites blanches et 70 truites saumonées, les conclusions précédentes seraient inversées. 

-
Comprendre aussi qu’on ne peut pas se limiter à examiner les différences des nombres de truites au sein d’un même bassin (par exemple, choisir A car on y trouve 40 truites saumonées de plus que de blanches alors que la différence est de 60 dans le bassin B, favorisant les chances d’y prendre une truite saumonée), ni les variations du nombre de truites de chaque type d’un bassin à l’autre. Le rejet de ces conceptions peut, comme précédemment, s’appuyer sur des « partages » de bassins.


Comprendre qu’il faut considérer la quantité relative des truites blanches, par rapport à l’ensemble ou par rapport aux autres, 

-
Calculer des rapports comparables pour conclure qu’il faut choisir le bassin A,


soit car la proportion de truites blanches parmi toutes y est  eq \s\do1(\f(60;160)) = 0,375, 






alors qu’elle est de  eq \s\do1(\f(40;110)) SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 0,364 dans B


soit car le rapport des truites blanches sur les saumonées est  eq \s\do1(\f(60;100)) = 0,6 dans A, 






alors qu’il est  eq \s\do1(\f(40;70)) SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 0,57 dans B.

Ou : comparer les rapports écrits sous forme de fractions, de dénominateurs ou de numérateurs communs, par exemple :   eq \s\do1(\f(60;100)) =  eq \s\do1(\f(3;5)) =  eq \s\do1(\f(21;35)) =  eq \s\do1(\f(12;20)) et  eq \s\do1(\f(80;140)) =  eq \s\do1(\f(4;7)) =  eq \s\do1(\f(20;35)) =  eq \s\do1(\f(12;21))
Attribution des points

4
Solution juste (le bassin A) avec explications du lien entre les rapports calculés et les chances de « gagner »

3
Solution juste (le bassin A) avec comparaisons entre des rapports et explications, mais sans parler des « chances de gagner »

2
Solution juste (le bassin A), avec comparaison de rapports, sans aucune autre explication ou avec explications confuses

1
Solution juste (le bassin A), reposant sur une comparaison erronée de différences des nombres de truites au sein d’un bassin ou des écarts entre un bassin et l’autre, avec cependant une explication de type probabiliste (on a plus de chances de ... car il y a plus de ...)


ou solution erronée (le bassin B) avec prise en compte de rapports mais due à une erreur de calcul

0
Solution juste (le bassin A) avec des justifications ne prenant en compte que la comparaison des nombres d’un seul type de truite. Incompréhension du problème ou réponse fausse.

Niveau : 7, 8, 9, 10
Origine  : Franche-Comté

Les tirelires de Robert

Pour son anniversaire, Robert a reçu trois tirelires contenant chacune un nombre différent d’euros. Le produit de ces trois nombres est 30.

Durant l’année, Robert ne touche pas à l’argent contenu dans ses tirelires, mais au contraire, il ajoute encore dans chacune des trois tirelires le même nombre d’euros.

Lors de son anniversaire suivant, il calcule que le produit des nombres d’euros contenus dans les trois tirelires est 560.

Combien d’euros contenait chacune des trois tirelires au moment où Robert les a reçues.

Y a-t-il plusieurs solutions ? 

Expliquez votre raisonnement.

ANALySe A PRIORI

Domaine de connaissances

-
Arithmétique : multiplication de nombres naturels, décomposition en facteurs, commutativité

Analyse de la tâche 

-
Décomposer 30 en trois facteurs différents et constater, par une recherche organisée, qu’il n’y a que quatre décompositions 1 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 15 ; 1 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 10 ; 1 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 5 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 6 ; 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 5. Ajouter un même nombre à chacun des facteurs de chaque décomposition pour trouver si les nouveaux facteurs donnent un produit de 560. 


Par exemple 1 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 15 devient (1 + 1) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (2 + 1) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (15 + 1) = 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 16 = 96 
puis (1 + 2) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (2 + 2) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (15 + 2) = 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 17 = 204,  puis 4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 5 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 18 = 360 puis 5 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 6 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 19 = 70, qui dépasse 560. 

La décomposition cherchée est 2 x 3 x 5 qui devient 3 x 4 x 6 = 72, puis 4 x 5 x 7 = 120, puis 5 x 6 x 8 = 240, puis 6 x 7 x 9 = 378 et finalement puis (2 + 5) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (3 + 5) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (5 + 5) = 7 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 8 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 10 = 560. Robert a donc ajouté 5 euros aux contenus initiaux qui étaient de 2, 3 et 5 euros.

-
Vérifier que les autres décompositions initiales ne permettent pas d’atteindre 560 et en déduire que la solution du problème est unique 

Ou : partir des décompositions de 560 en produits de trois facteurs différents. Vu que  560 = 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 5 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 7, on peut éliminer les facteurs 1 ou 2 et les facteurs supérieurs à 15  vu l’impossibilité de revenir à des facteurs initiaux positifs et dont le produit sera 30. Il reste à examiner 7 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 10 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 8,  14 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 10 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 4. (C’est le premier de ces deux cas qui permet de revenir à une décomposition de 30 en trois facteurs : 2 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 5)

Ou trouver au hasard les trois nombres, mais sans pouvoir se prononcer sur l’unicité. 

Attribution des points

4
Réponse exacte  (une seule solution : 2, 3, et 5) avec explications (les décompositions explicites de 30 ou 560) et la vérification que la solution est unique

3
Réponse exacte avec explications incomplètes sans certitude de l’unicité ou sans vérifications

2
Réponse exacte (2, 3, 5) sans autres explications 


ou procédure explicite correcte mais avec erreur de calcul

1
Début de recherche permettant de voir que des triplets de nombres ont été envisagés, mais sans aboutir

0
Incompréhension du problème.

Degrés : 6, 7, 8
Origine : Cagliari (CRSEM)
La fanfare de carnaval 
La fanfare du carnaval a fière allure, il y a plus de vingt-cinq rangs de trois musiciens, tous complets, derrière le directeur.

Après quelques centaines de mètres, un des musiciens doit s’arrêter car il a mal à un pied. Le directeur demande alors aux autres de se mettre par rangs de quatre, car, ainsi, tous les rangs seront complets.

Un peu plus tard, un deuxième musicien quitte le défilé car il meurt de soif. Le directeur s’aperçoit qu’il peut alors disposer ses  musiciens par rangs de cinq, tous complets. 

Encore plus tard, c’est un troisième musicien qui abandonne, sur défaillance. Le directeur demande aux musiciens qui restent de former des rangs de six, Tous les rangs sont de nouveau complets, mais il y en a moins de vingt-cinq maintenant.

Combien y avait-il de musiciens au début du défilé ?

Expliquez votre raisonnement et indiquez combien il y a de solutions.

ANALySe A PRIORI

Domaine de connaissances 

-
Arithmétique : multiplication et division, multiples et diviseurs  

Analyse de la tâche 

-
Lire l’énoncé et comprendre que, lorsqu’un musicien quitte le défilé, le rang dans lequel il était devient incomplet et qu’il faut donc modifier le nombre de personnes par rang pour que tous soient à nouveau complets. 

-
Comprendre que si les rangs de 3, puis 4, puis 5, et puis 6 sont tous complets, le nombre total de musiciens restants est successivement, un multiple de 3, de 4, de 5 et de 6 et que, simultanément, les séquences cherchées se composent de quatre nombres consécutifs, dans l’ordre décroissant.


Chercher d’abord des multiples de 3 supérieurs à 78 qui valent un de plus qu’un multiple de 4, (à la suite du départ du musicien qui a mal aux pieds), et en vérifiant si le nombre diminué de 1 est un multiple de 4 : 78 : non ; 81 : oui ; 84 : non ; 87 : non, 90 : non ; 93 : oui 96 : non, 99 : non, etc.


Constater ainsi que les différentes possibilités se retrouvent de 12 en 12 :


(81 ; 80 ... ; ... ), (93 ; 92 ; ... ;... ), (105 ; 104 ;... ;... ), (117 ; 116 ; ... ;... ), (129 ; 128 ; ... ;...), (141 ; 140 ; ... ; ...), ...

-
Parmi les séquences précédentes chercher celles dont les multiples de 4 valent un de plus qu’un multiple de 5 (à la suite du départ de celui qui meurt de soif) et constater qu’une seule convient, avec un multiple de 4 se terminant par 6 : ... (117 ; 116 ; 115 ; ...),

-
Vérifier que le quatrième nombre de la séquence retenue est un multiple de 6.

Ou : comprendre que le nombre cherché doit être compris entre 78 (26 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 3) et 147 (24 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 6 + 3) . Puis répondre successivement aux autres conditions : les multiples de 3 moins 1 doivent êtres des multiples de 4, qui doivent devenir multiples de 5 lorsqu’on enlève 1, etc. On peut alors utiliser une stratégie du genre du crible d’Eratosthène : écrire tous les multiples de 3 possibles : 78, 81, 84, 87, 90, 93, 96, 99, 102, 105, 108, 111, 114, 117, 120 123, 126, 129 132, 135, 138, 141, 144 ; de ces 23 multiples ne conserver que les 6 qui sont précédés d’un multiple de 4 (nombres impairs de la forme 4m + 1) : 81, 93, 105, 117, 129, 141, puis ne conserver que ceux qui valent 2 de plus qu’un multiple de 5. Il n’y a plus qu’une possibilité : 117, qui, diminué de 3 donne un multiple de 3, pair, c’est-à-dire un multiple de 6.

Attribution des points 

4
Réponse « 117 » avec justifications : séquence (117 ; 116 ; 115 ;114), vérification de l’unicité

3
Réponse « 117 » avec explications incomplètes, sans vérification de l’unicité, ...

2
Réponse 57 ... et/ou 117 .... avec explications (sans contrôle des conditions sur le nombre de rangs) 

1
Début de recherche cohérente 

0
Incompréhension du problème

Niveau : 8, 9, 10
Origine : C.I.

LE DROGUISTE
Pascal, le droguiste, a confectionné des sachets de safran de trois grandeurs différentes, mais il a oublié d’écrire sur chaque sachet le poids de la substance qu’il contient.

Il sait qu’avec 14 grammes de safran, il peut  confectionner :

· 12 petits sachets et 4 grands, ou

· 4 grands et 4 moyens, ou

· 5 moyens, 5 petits et 2 grands.

Quel est le poids de chacun des sachets.

Expliquez votre raisonnement.
ANALySe A PRIORI

Domaine de connaissances

-
Arithmétique : opérations, proportionnalité, équivalence

-
Algèbre : système d’équations  

Analyse de la tâche

-
Se rendre compte que, puisque chaque groupe de sachets a un poids de 14 grammes, ils sont égaux deux à deux (en poids) et qu’on peut donc tirer profit des égalités entre deux groupes.

-
Observer que les deux premiers groupes de sachets ont le même nombre de grands sachets et qu’on peut donc procéder facilement, par « soustraction » de 4 grands dans chacun des groupes pour se convaincre que 12 petits sachets correspondent à 3 moyens puis, par « division par 3 », que 3 petits correspondent à 1 moyen.

-
En comparant le deuxième et le troisième groupe et en « soustrayant » de chacun d’eux 4 moyens et 2 grands, on arrive à « 2 grands équivalent à 1 moyen et 5 petits », puis, par substitution de 1 moyen par 3 petits (équivalence précédente), on arrive à « 2 grands équivalent à 8 petits » puis « 1 grand équivaut à 4 petits ».

-
Exprimer chaque groupe au moyen d’un même sachet-unité, par substitutions, pour voir que chacun d’eux est équivalent à 28 petits, (ou 7 grands) et en déduire le poids de chaque type de sachet, en grammes : Pour les petits, 14 : 28 = 0,5 ;  pour les grands 14 : 7 = 2 et pour les moyens 3 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 0,5 = 1,5.

Ou : Émettre des hypothèses sur les poids des sachets convenant à un groupe et les vérifier sur les autres groupes. Par exemple, choisir pour le deuxième groupe g = 2,5 et m = 1 (car 4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 2,5 + 4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 1 = 14), tirer la valeur de p du premier groupe 12p = 14 – 10 = 4 SYMBOL 222 \f "Symbol"\h p =  eq \s\do1(\f(1;3)), vérifier que le troisième groupe a un poids différent de 14, puis faire un autre choix. Avec l’hypothèse p = 2 et m = 1,5 on trouve p = 0,5 qui satisfait la relation du troisième groupe, mais sans assurer l’unicité de la solution.

Ou : procéder algébriquement par un système de trois équations et trois inconnues à résoudre par comparaison ou substitution.

Attribution des points

4 
Réponse correcte (0,5 g, 1,5 g, 2 g) avec explications claires et complètes (démarche par équivalences et substitutions conduisant à une seule solution)

3 
Réponse correcte obtenue par essais et une seule vérification sans recherche d’autres solutions


ou réponse correcte avec explications partielles

2
Réponse correcte sans explications


ou explications claires mais avec une erreur de calcul

1 
Début de raisonnement (découverte d’une équivalence, ...)

0
Incompréhension du problème

Niveaux : 7, 8, 9

Origine: Lodi

Le troc 
Sur la petite île de Bellemer les enfants de la région récoltent des coquillages qu’ils échangent au kiosque de la plage. Voici les tarifs pour cinq objets demandés par les enfants :

· 36 coquillages pour une glace,

· 40 coquillages pour un sandwich,

· 24 coquillages pour un jus de fruit, 

· 100 coquillages pour un masque de plongée,

· 60 coquillages pour un cerf-volant.

Les enfants peuvent aussi échanger les oursins qu’ils prennent sous l’eau dans les rochers pour obtenir les cinq objets précédents. Voici les tarifs :

· 45 oursins pour l’un des cinq objets, 

· 27 oursins pour un autre objet, 

· 75 oursins pour un autre objet encore.

Combien faudra-t-il d’oursins pour chacun des deux autres objets qui restent ?

Expliquez comment vous avez trouvé.

ANALySe A PRIORI

Domaine de connaissances 

-
Arithmétique : proportionnalité

Analyse de la tâche 

-
Comprendre que les « prix » des objets peuvent s’exprimer en coquillages et en oursins et qu’il s’agit de découvrir la règle d’échanges « coquillages – oursins » à partir des données.

-
Ordonner les deux séries de prix 
24
36
40
60
100
et
27
45
75


et imaginer lesquels peuvent être en correspondance et où se situent les deux prix manquants « ? » :



24
36
40
60
100 
ou 
24
36
40
60
100 
ou 
24
36
40
60
100
etc.



27
?
45
75
?
ou
27
45
?
75
?
ou
?
?
27
45
75

-
Déterminer quelle est la bonne association en cherchant une règle « plausible » : il faut éliminer les différences et penser aux propriétés de la proportionnalité intuitives ou explicites. Parmi celles-ci il y a la règle du « produit » (le passage au double ou au triple ... dans une des suites doit être reproduit dans l’autre), la règle de « la somme » (si un nombre d’une suite est la somme de deux autres, on doit avoir la même correspondance dans l’autre suite) ou la propriété du « rapport » de proportionnalité (qui doit être le même pour chaque couple de nombres correspondants).


(Avec ces données, la règle du « produit » n’est pas applicable, celle de la « somme » peut servir à la vérification. Le fait que les nombres de la première suite sont des multiples de 4 et ceux de la seconde des multiples de 3 peut aider à faire apparaître le rapport  eq \s\do1(\f(3;4)))

Ou essayer d’estimer puis calculer des rapports entre deux nombres supposés correspondants et de vérifier avec les autres. Par exemple le rapport  eq \s\do1(\f(27;24)) se retrouve en  eq \s\do1(\f(45;40)) mais ne convient pas pour  eq \s\do1(\f(75;60)) ni  eq \s\do1(\f(75;100)), ce qui peut conduire à la conclusion que les nombres de la deuxième suite sont plus petits que ceux de la première. Le rapport  eq \s\do1(\f(75;100)) est facilement repérable,  eq \s\do1(\f(3;4)), se retrouve dans  eq \s\do1(\f(45;60)) et dans  eq \s\do1(\f(27;36)).

-
Lorsque les correspondances sont déterminées : 
24
36
40
60
100 



?
27
?
45
75


les deux prix manquants, en « oursins » se calculent à l’aide du rapport  eq \s\do1(\f(3;4)) ou de la règle de la « somme » :


 eq \s\do1(\f(3;4)) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 40 = 30,  eq \s\do1(\f(3;4)) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 24 = 18  ou 40 + 60 = 100  SYMBOL 222 \f "Symbol"\h  ? + 45 = 75 , 24 + 36 = 60  SYMBOL 222 \f "Symbol"\h ? + 27 = 45 ,


ce qui conduit aux 18 et 30 oursins pour les deux objets manquants, le jus de fruit et le sandwich.

Attribution des points 

4
Réponse « 18 et 30 oursins » avec la manière dont ces nombres ont été trouvés ou avec une vérification des rapports ou de la règle de la somme en précisant que 18 et 30 oursins correspondent respectivement à 24 et 40 coquillages. 

3
Réponse « 18 et 30 oursins » avec explications incomplètes 

2
Un des deux prix « 18 ou 30 oursins » avec explication ou vérification 


ou réponse « 18 et 30 oursins » sans aucune explication


ou raisonnement correct explicite avec une erreur de calcul

1
Début de recherche, les deux suites ordonnées avec les correspondances, mais sans trouver les prix du jus de fruit et du sandwich 

0
Incompréhension du problème

Niveau : 7, 8, 9, 10
Origine : Groupe de travail « proportionnalité » 

CERCLES ET NOMBRES 

	François  a dessiné trois cercles qui déterminent 7 régions fermées du plan. Dans chacune de ces régions, il écrit un des nombres de 1 à 7, sans répétition, de manière à ce que la somme des nombres dans chacun des trois cercles soit la même.

Dans cet exemple, la somme des nombres dans chaque cercle est 14, mais elle pourrait être plus grande si on avait disposé les nombres autrement.

Mira dit à François qu’elle peut dessiner trois cercles qui déterminent 6 régions fermées, et placer dans chacune un des nombres de 1 à 6, sans répétition, de manière à ce que la somme des nombres dans chacun des trois cercles soit la même et la plus grande possible
	[image: image3.png]





Pouvez-vous faire comme Mira ? Dessinez votre solution et placez vos nombres. 

Quelle somme obtenez-vous dans chacun des trois cercles ? Est-elle la plus grande possible ? Expliquez pourquoi. 
ANALySe A PRIORI 

Domaine de connaissances 

-
Arithmétique : combinaisons d’addition 

-
Géométrie : intersection de cercles et régions fermées

Analyse de la tâche 

-
Chercher les différentes dispositions de trois cercles en fonction des régions fermées déterminées. Ce nombre de régions peut varier de 3 (cercles sans intersections) à 7 (disposition de l’énoncé). Se rendre compte que 6 régions peuvent être obtenues par une des quatre dispositions suivantes « topologiquement » différentes :


a) 1 région commune aux trois cercles, 3 régions communes à deux cercles et 2 régions n’appartenant qu’à un cercle


b) 1 région commune aux trois cercles, 2 régions communes à deux cercles et 3 régions n’appartenant qu’à un cercle


c) 0 région commune aux trois cercles, 3 régions communes à deux cercles et 3 régions n’appartenant qu’à un cercle


d) 0 région commune aux trois cercles, 2 régions communes à deux cercles et 4 régions n’appartenant qu’à un cercle
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-
Se rendre compte que la disposition d) ne permet pas d’obtenir la même somme dans chaque cercle.

-
Observer qu’il y a dans chaque autre disposition un, deux ou trois cercles qui contiennent trois régions et que, par conséquent, la somme des nombres pour ces cercles ne peut être supérieure à 15 (6 + 5 + 4)

-
Comprendre que pour obtenir une somme maximale, il faut tenter de placer le 6 dans la région commune aux trois cercles, en a) et b) pour qu’il apparaisse dans trois sommes, et dans une des régions communes à deux cercles dans c) pour qu’il apparaisse dans deux sommes. 


Pour les autres nombres, il faudrait aussi s’inspirer de ce même principe selon lequel, pour obtenir les plus grandes sommes, il faut utiliser le plus souvent possible les nombres 4, 5 et 6

-
Dans la disposition a), tenter de placer 6 dans la région commune aux trois cercles, puis 4 et 5 dans les deux régions communes à deux cercles, du cercle « central ». La somme de 15 s’obtient facilement dans les deux autres cercles en y plaçant les nombres 3 dans leur région commune, puis 2 et 1 dans les régions « extérieures ». (On peut obtenir une solution « symétrique par permutation de 4 et 5, respectivement de 1 et 2).

-
Dans la disposition b), après avoir placé 6 dans la région commune aux trois cercles, on se rend compte rapidement que la somme de 15 pour les trois cercles ne pourra pas être obtenu et que le maximum est 13.

-
Dans la disposition c) le maximum s’obtient en plaçant 6, 5 et 4 dans les trois régions communes à ceux cercles, mais la somme maximale n’est que 12. 

Attribution des points 

4
Solution maximale (15) avec justification sur les différentes dispositions des cercles et sur la manière d’y placer les nombres (le 6 dans les zones communes ou les différentes sommes possibles, ...)

3
Solution  maximale (15) avec justification incomplète ou par essais successifs


ou solution non maximale (13) selon la disposition b) ou (12) selon c) avec justification complète

2
Solution  maximale (15) sans justification


ou solution non maximales (13) ou (12) selon la disposition b) ou c) avec justification incomplète 

1
Solution ne respectant pas l’égalité des sommes 

0
Incompréhension du problème, ...

Niveaux : 8, 9, 10 

Origine : Israël 

UNe RenCONTRe VIRTUelLE

Alain, Bob et Charles habitent très loin les uns des autres et, de temps en temps, échangent des informations par Internet. Ils découvrent ainsi que les villes où vivent Bob et Charles se trouvent sur le même méridien : celle de Charles à 30° sous l’Équateur et celle de Bob à 60° au-dessus de l’Équateur. Les villes de Bob et d’Alain se situent sur le même parallèle mais en des points diamétralement opposés.

D’après vous, quel arc est le plus long : l’arc de méridien qui va de Bob à Charles ou l’arc de parallèle qui va de Bob à Alain?

Expliquez votre raisonnement.

ANALYSe A PRIORI

Domaine de connaissances

-
Géométrie plane : angles, circonférence, arcs de circonférence, proportionnalité entre arcs et angles, propriétés des triangles équilatéraux


Géométrie dans l’espace : sphère et section de la sphère 

Analyse de la tâche

-
Comprendre qu’il faut mesurer et comparer deux arcs de circonférence de rayons différents (respectivement R celui de la Terre et r celui du parallèle sur lequel se trouvent Bob et Alain)

-
Comprendre que les angles des deux arcs sont respectivement 90° et 180° et que le rayon r est la moitié du rayon R (ce qui se déduit des propriétés des triangles rectangles avec des angles de 30° et 60°, voir figure)



-
L’arc de méridien qui va de Bob à Charles est un quart de circonférence de rayon R et l’arc de parallèle qui va de Bob à Alain est une demi-circonférence de rayon R/2. En déduire que la longueur des deux arcs est la même.

Attribution des points

4
Réponse correcte (arcs de même longueur) avec justifications complètes

3 
Réponse correcte avec justifications incomplètes

2
Réponse correcte sans justification ou raisonnement correct avec une erreur de calcul

1
Début de raisonnement correct (par exemple, les arcs sont bien compris : un quart de cercle de rayon R et un demi-cercle de rayon r, sans faire la relation entre r et R)

0
Incompréhension du problème

Niveaux : 9, 10

Origine : Parma 
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