AUTOUR DU TEST D'INDEPENDANCE 

DE DEUX CARACTERES
L'objet de cet article est d'apporter quelques éléments théoriques à propos du test d'indépendance de deux caractères dans le cas d'un tableau 2 ( 2.

Autrement dit, on se place dans le cas deux variables qualitatives comportant chacune deux modalités (par exemple masculin/féminin pour l’une et fumeurs/non fumeurs pour l’autre).

Cet article se compose de trois parties. La première consiste à traiter de façon rapide un test d'indépendance par la méthode classique (celle préconisée par les programmes de BTSA), la deuxième partie est un bref rappel sur la loi hypergéométrique et une présentation du test d'indépendance par une autre méthode et, dans la troisième partie, on donnera quelques compléments.

I) ETUDE D'UN EXEMPLE :

Prenons l'exemple cité dans [1].

On cherche à déterminer si le fait de fumer est indépendant du sexe. Pour un échantillon simple de 100 individus, on dispose des résultats suivants :

	
	fumeur
	non fumeur
	Total ou effectifs marginaux

	Sexe masculin
	21
	44
	65

	Sexe féminin
	10
	25
	35

	Total ou effectifs marginaux
	31
	69
	100


L'hypothèse nulle est : “ il y a indépendance entre les caractères ”.

Si l'hypothèse nulle est vraie, alors la répartition masculin/féminin doit être la même chez les fumeurs et chez les non fumeurs, cette répartition doit être respectivement de 65/100 et de 35/100.

On obtient ainsi ce qu’il est convenu d’appeler le tableau des effectifs théoriques.

	Tableau des effectifs théoriques
	fumeur
	non fumeur
	Effectifs marginaux

	Sexe masculin
	20,15
	44,85
	65

	Sexe féminin
	10,85
	24,15
	35

	Effectifs marginaux
	31
	69
	100


On calcule un “ écart ” entre le tableau des observations et le tableau “ théorique ” obtenu si l'hypothèse nulle est vraie.

Notons K la variable aléatoire prenant pour valeur cet “ écart ”. 

On a 
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La variable K est “ approximativement ” distribuée selon un (2 à 1 degré de liberté.

Pour l’échantillon considéré, la valeur de K est égale à 0,148. Cette valeur est très inférieure à la valeur lue (3,84) dans la table du (2 à 1 degré de liberté au seuil de 5%.

Conclusion : au vu des données, on ne peut pas rejeter l'hypothèse d'indépendance de ces deux caractères.

C'est, présenté de façon rapide, la méthode préconisée par les programmes de BTSA.

Pour d’autres exemples, on pourra consulter (séquence pub !), le bulletin du GRES N° 6 page 39 et suivantes ou bien le N°8 page 40.

II) UNE AUTRE APPROCHE :

Une première constatation : la variable aléatoire K considérée dans la première partie, ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs, la variable de décision utilisée ne peut donc pas être distribuée selon une loi continue. Il s’agit d’une approximation.

Pour présenter une autre approche, prenons l'exemple dû à YATES (1934) et cité dans [2].

On considère un échantillon de 42 enfants, parmi lesquels 20 ont été nourris au sein et 22 au biberon. On a observé la disposition des dents de ces enfants.

	
	Dentition normale
	Dentition mal implantée
	Effectifs marginaux

	Nourri au sein (S)
	4
	16
	20

	Nourri au biberon (B)
	1
	21
	22

	Effectifs marginaux
	5
	37
	42


On suppose dans la suite que les effectifs marginaux (on dit aussi les marges) sont fixés (c'est-à-dire que les nombres en gras et en italique dans le tableau sont fixés).

La question posée est : “ est-ce que le mode de nourriture a une influence sur l’implantation des dents ? ”. Dit autrement, peut-on considérer que ces deux caractères sont indépendants ?

L'hypothèse nulle est “ il y a indépendance entre les deux caractères ” (mode de nourriture et implantation des dents).

Habituellement, cette question est résolue à l'aide d'un test du Khi-2. C'est d'ailleurs comme cela que les programmes nous invitent à le traiter. Mais ici cela poserait un problème, car les effectifs théoriques sont “ trop petits ” (au sens où, d'après les manuels, le test du Khi-2 n’est applicable que si les effectifs théoriques sont tous supérieurs ou égaux à 5 ; au passage, on peut se poser la question : pourquoi 5 ?).

On peut aborder le problème sous un autre angle : 

Si les effectifs marginaux sont fixés, alors les différents tableaux possibles sont au nombre de six :

	0
	20
	
	1
	19
	
	2
	18
	
	3
	17
	
	4
	16
	
	5
	15

	5
	17
	
	4
	18
	
	3
	19
	
	2
	20
	
	1
	21
	
	0
	22


La question qui se pose alors, est de calculer, sous l’hypothèse d’indépendance des deux caractères, la probabilité d’apparition de chacun des tableaux. Remarquons que, du fait que les effectifs marginaux sont fixés, pour remplir un tableau, il suffit de connaître le nombre situé en première ligne première colonne.

On peut interpréter l’hypothèse d’indépendance de la façon suivante : parmi les 42 enfants, 20 sont nourris au sein et 22 au biberon. Si le mode de nourriture n’a pas d’influence sur la dentition, alors les 5 enfants dont la dentition est normale sont répartis selon les proportions des deux modes d’alimentation.

La probabilité qu’il y en ait k (k compris entre 0 et 5) qui soient nourris au sein est 
[image: image2.wmf]5

42

5

22

20

C

C

C

k

k

-

 (si on intervertissait le rôle des lignes et des colonnes, on trouverait la probabilité 
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, ces deux probabilités sont bien entendu égales).

Pour une formulation générale, voir par exemple dans [3] et, pour une autre expression pour le calcul de cette probabilité, voir III) 4°).

Si on fait le calcul pour chacune de ces 6 valeurs, on obtient :

	0
	20
	La probabilité d'obtenir un
	
	1
	19
	La probabilité d'obtenir un

	5
	17
	 tel tableau est de 0,0310
	
	4
	18
	tel tableau est de 0,1719

	
	
	
	
	
	
	

	2
	18
	La probabilité d'obtenir un
	
	3
	17
	La probabilité d'obtenir un

	3
	19
	tel tableau est de 0,3440
	
	2
	20
	tel tableau est de 0,3096

	
	
	
	
	
	
	

	4
	16
	La probabilité d'obtenir un
	
	5
	15
	La probabilité d'obtenir un

	1
	21
	tel tableau est de 0,1253
	
	0
	22
	tel tableau est de 0,0182


Résultats que l'on peut résumer de la façon suivante :

	Valeur 

première ligne première colonne
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	Probabilité 
	0,0310
	0,1719
	0,3440
	0,3096
	0,1253
	0,0182


Reprenons le tableau de données de l'échantillon considéré. Si l'hypothèse nulle est vraie, alors la probabilité d'obtenir un tel tableau est de 0,1253. Au risque de 5%, au vu de cet échantillon, on ne peut pas rejeter cette hypothèse.

Pour être plus complet, on peut dire que pour un risque de 5%, on a la règle de décision suivante :

	Valeur 

première ligne première colonne
	0
	1, 2, 3, 4
	5

	Décision
	rejet de l'hypothèse
	non rejet de l'hypothèse
	rejet de l'hypothèse


(
P. DAGNELIE dans [3] indique que : “ Malgré ces objections, comme de nombreux auteurs, nous conseillons toujours l’emploi de ce test pour les petits échantillons ”. Les objections portent, vous l’avez bien compris, sur l’hypothèse très forte que les marges soient fixées.

III) QUELQUES REMARQUES COMPLÉMENTAIRES :

1°) Une citation de M.J. Moroney dans [4] :

“ Une distribution mathématique simple peut parfaitement être choisie en raison de sa simplicité, alors qu'elle s'ajuste moins bien aux faits qu'une distribution plus complexe, pour autant qu'elle s'ajuste suffisamment pour notre but. (...) Un homme qui part en voyage peut préférer emporter un croquis plutôt qu'une carte d'état major, parce que le croquis assez précis et plus simple à suivre répond mieux à ses besoins. ”
La statistique du (2 n'est pas la mieux adaptée aux tests d'indépendance précédents. Rappelons que la distribution du (2 est une distribution continue alors que le K calculé ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs, mais elle est très simple d'utilisation et suffisante au sens de l'auteur de la citation.

2°) A la place du terme d'indépendance, certains auteurs préfèrent le terme d'association. Le terme association doit être compris (dans le cadre du premier exemple) dans le sens : “ est-ce que le fait de fumer est plus associé aux hommes qu'aux femmes ”. Pour mesurer le degré d’association de deux caractères ayant chacun deux modalités, divers coefficients ont été proposés, on peut citer le coefficient d’association de YULE et le coefficient d’association de FORBES-MARGALEF.

Considérons le tableau formel suivant :

	
	Présence du caractère A
	Absence du caractère A

	Présence du caractère B
	a
	c

	Absence du caractère B
	b
	d


· Le coefficient d'association au sens de YULE (1900) est noté Q et par définition : 
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Remarquons que cette formule fait apparaître au numérateur la quantité ad-bc.

Cette quantité est nulle si les vecteurs colonnes 
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 sont colinéaires, c'est-à-dire lorsque les distributions sont identiques pour les deux modalités du caractère A, c'est-à-dire lorsqu'il y a indépendance des deux caractères.

De plus, Q est compris entre -1 et 1.

Si Q = 1, alors bc = 0. Si, par exemple, b = 0, cela signifie que si le caractère A est présent, le caractère B est aussi présent (caractères associés). 

Si Q = -1, alors ad = 0. Si, par exemple, a = 0, cela signifie que la présence de A entraîne l'absence de B (caractères dissociés).

Pour de plus amples renseignements, voir [2] ou [3].

· Le coefficient de FORBES est défini par 
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Sa définition repose sur une approche fréquentiste et sur l’idée que si deux réels non nuls sont égaux, alors leur quotient est égal à 1.

La probabilité (déduite des observations) qu’un individu présente à la fois le caractère A et le caractère B est égale à 
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Si les deux caractères sont indépendants (au sens des probabilités) alors la probabilité qu’un individu présente à la fois le caractère A et le caractère B est égale au produit des probabilités, cette probabilité (déduite des observations) est égale à 
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Par suite, si les deux  caractères sont indépendants, le quotient de ces deux probabilités observées doit être proche de 1, ce quotient est égal à 
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En examinant les deux probabilités précédentes, vous ne manquerez pas de faire la rapprochement avec les effectifs observés et les effectifs théoriques (il y a égalité à (a+b+c+d) près !).

3°) La méthode développée dans la partie II) est semble-t-il due à R.A. FISHER, elle est citée, en particulier, dans [5].

Cette méthode est connue sous le nom de test exact de FISHER. 

Une dernière citation :

“ Le traitement des fréquences par le moyen de (2 est une approximation utile en pratique par la simplicité relative des calculs. Le traitement exact, plus laborieux, mais nécessaire en cas de doute, montre la vraie nature des inférences que suggère la méthode de (2.

4°) Les effectifs marginaux sont fixés. On peut considérer le tableau formel :

	
	Caractère A

modalité 1
	Caractère A

modalité 2
	Effectifs marginaux

	Caractère B : modalité 1
	a
	c
	a+c noté m1

	Caractère B : modalité 2
	b
	d
	b+d noté m2

	Effectifs marginaux
	a+b noté n1
	c+d noté n2
	n


D'après ce qui a été dit, la probabilité d'avoir le nombre a dans la case première ligne première colonne est égale à 
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, en écrivant chacun des coefficients binomiaux et en simplifiant l'écriture on obtient que cette probabilité est égale à 
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, formule qui permet d'automatiser le calcul (avec une calculatrice ou un tableur par exemple).

Des tables de probabilités, ainsi construites, ont été publiées pour différentes valeurs de n.

5°) Dans le livre de R.A. FISHER [5] et dans les livres destinés aux formations commerciales (par exemple [6]), on trouve une autre façon de calculer le (2 observé. Reprenons le tableau du 4°), alors la valeur du (2 observé est égale à 
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Formule qu'il est facile de retenir, de mettre en application et d'automatiser.

Remarquons encore la présence du terme  ad-bc  au numérateur comme pour le coefficient d'association de YULE.
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