METHODE DES COUPLES ou SERIES APPARIEES

Voici un exercice inspiré des annales de BTS ( Formation hippique session 1988) :


Seize chevaux, choisis au hasard, ont été notés lors de deux contrôles successifs. Les notes attribuées à chacun de ces 16 chevaux sont les suivantes :

	n°cheval
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	note 1
	2,5
	3
	2,8
	2,5
	3
	2,5
	2,7
	2,3
	2,5
	2,6
	2,7
	3
	3,2
	3,3
	2,9
	3,5

	note 2
	3
	3,1
	2,9
	2,4
	2,8
	2,4
	3
	2,6
	2,8
	3
	3
	3,1
	3
	3,4
	3
	3,5


Question 1  Peut-on conclure, au seuil de confiance de 95%, à une différence de notation entre les deux contrôles ? 

Question 2  Peut-on conclure, au seuil de confiance de 95%, que les notes obtenues au deuxième contrôle sont supérieures à celles du premier ?

Remarques : Les deux questions ci-dessus représentent deux types d’énoncés possibles, et non deux questions complémentaires pour un même exercice. En pratique, on pose l’une ou l’autre, au choix. La formulation de l’énoncé doit orienter l’étudiant, sans ambiguïté, vers un test unilatéral ou bilatéral.

D’autre part, dans un devoir ou un contrôle certificatif, pour éviter que certains étudiants utilisent un test non adapté, comme nous le verrons ci-dessous, et risquent ainsi d’être lourdement pénalisés, il est bon de donner une indication. Par exemple, on pose une question préliminaire du genre : Pour chaque cheval, calculer la différence entre les deux notes obtenues, puis calculer la moyenne et l’écart-type de la série des différences.

Proposition de correction :

Pour la question 1 : On veut savoir si les notes sont différentes ou non. Il s’agit donc de comparer, dans la population considérée, les notes moyennes obtenues lors des deux contrôles par un test bilatéral. Les échantillons ne sont pas indépendants, les notes vont par paires, chaque couple de notes correspond à un cheval. Il s’agit donc de la méthode des couples.

Pour chaque cheval, il faut d’abord calculer la différence entre les deux notes obtenues. 

	N° cheval
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	différence
	-0,5
	-0,1
	-0,1
	0,1
	0,2
	0,1
	-0,3
	-0,3
	-0,3
	-0,4
	-0,3
	-0,1
	0,2
	-0,1
	-0,1
	0


Pour un cheval choisi au hasard, désignons par :

X1 la variable aléatoire égale à la note attribuée lors du premier contrôle.

X2 la variable aléatoire égale à la note attribuée lors du second contrôle. 

D la variable aléatoire égale à la différence entre ces deux notes : D =X1 - X2 .



 est la variable aléatoire moyenne de ces différences et µD  sa moyenne. 

E(X1)=µ1 ; E(X2)=µ2 ; E(

)=E(D)=E(X1- X2)= µ1-µ2. Donc µD =µ1-µ2.
· On pose les hypothèses :

H0 « µD  = 0 »  , Ho signifie qu’il n’y a pas de différence entre les deux notations.


H1 « µD  ( 0 »  ,  H1 signifie qu’il y a une différence.

· La variable de décision : On suppose que la variable D est distribuée selon une loi normale. Sa variance est inconnue. La variable T, définie par 

,
est distribuée selon la loi de Student à (n-1) ddl.
n = 16 et sous l’hypothèse H0, µD = 0, la variable de décision est donc 

    

T est distribuée selon la loi de Student à 15 ddl.

· Le risque de première espèce retenu est 5%.
· Valeur critique : D’après l’hypothèse H1, le test est bilatéral. Dans la table de Student à 15 ddl, on lit    t 0,975 ; 15 = 2,13.
· Règle de décision : 
Si tobs désigne la valeur de la variable T calculée à partir des résultats dans l’échantillon, la règle de décision est la suivante :

Si  t obs n’appartient pas à l’intervalle [ - 2,13 ; 2,13 ] on rejette Ho au risque 5%

Si t obs appartient à l’intervalle [ - 2,13 ; 2,13 ] on ne rejette pas Ho

· Décision et conclusion :
Pour l’échantillon observé, n = 16, la moyenne des différences est  : 

= - 0,125. L’écart type des différences est  sD = 0,2046  On obtient ainsi  

   soit t obs = - 2,366.

2,366 ( [ - 2,13 ; 2,13 ] , on rejette l’hypothèse Ho. 

Au risque de 5%, au vu de l’échantillon, on peut conclure à une différence de notation entre les deux contrôles.

Remarque : Au risque 1%, - 2,366 ( [ - 2,95 ; 2,95 ]. On ne rejette donc pas Ho au risque de 1%. La différence de notation n’est pas hautement significative.

Pour la question 2 : Peut-on conclure que les notes sont supérieures lors du second contrôle ? La formulation de la question impose un test unilatéral.  

L’hypothèse Ho reste la même, mais l’hypothèse alternative est ici :

H1 « µD < 0 » 

Remarque : si les différences avaient été définies par D = X2 - X1, H1 aurait été « µD > 0 ». Cela n’aurait rien changé au déroulement du test.

La variable de décision et le modèle mathématique sont identiques à ceux utilisés dans la première question.

Valeur critique : La valeur de t lue dans la table de Student est ici : t 0,95 ; 15 = 1,75.

(Pour un test unilatéral, on met « tout le risque d’un même côté ». Etant donnée l’hypothèse H1, le risque est ici à gauche).

Règle de décision : si tobs < - 1,75, on rejette Ho au risque 5%.

Décision et conclusion : t obs = - 2,366. Et - 2,366 < - 1,75, on rejette Ho.

Au risque 5%, au vu de l’échantillon, on considère que les notes obtenues lors du second contrôle sont supérieures à celles de premier contrôle.

Remarque : Au risque 1%,  - 2,366 > - 2,60, on ne rejette pas H0. La différence de notation n’est pas hautement significative. 

Commentaires : 

La méthode des couples est utilisée chaque fois que pour chaque élément de l’échantillon considéré, nous avons deux valeurs observées soit à des périodes différentes soit selon deux traitements différents. Nous sommes alors en présence de deux échantillons appariés. Les résultats sont alors donnés par couples ou paires. 

Exemple : on pèse 20 fromages à l’entrée en cave d’affinage et à la sortie. 

Si les fromages sont numérotés et que pour chaque fromage n°i on connaît le couple de valeurs (poids à l’entrée xi ; poids à la sortie yi ) , il s’agit bien de séries appariées et l’on applique la méthode des couples ci-dessus.

Si, par négligence, les fromages n’ont pas été numérotés et que les 20 poids d’entrée et les 20 poids de sortie ne peuvent pas être présentés par couples, la méthode précédente ne peut pas être utilisée, pas plus que la méthode de comparaison des moyennes puisque les échantillons ne sont pas indépendants. Les résultats ne pourront pas être exploités...

Le tableau donné en annexe montre d’une part, les résultats obtenus par la méthode des couples et d’autre part, ceux obtenus par la méthode de comparaison des moyennes (échantillons de taille inférieure à 30, extraits de populations supposées normales et dont les variances sont inconnues. Le test de Student est donc précédé d’un test de Fisher pour vérifier l’égalité des variances. Ces deux tests nécessitent, rappelons-le l’indépendance des échantillons qui n’est pas vérifiée dans ce cas). Vous pouvez constater qu’en utilisant cette méthode, rappelons-le particulièrement fausse, on est amené à faire une conclusion tout à fait erronée. 

Une dernière remarque : Si n est supérieur à 30, le théorème central limite peut s’appliquer et la variable T définie ci-dessus est approximativement distribuée selon la loi N(0 ;1) même si la population des différences n’est pas normale.

Annexe :
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