Sens de variation d’une fonction sur un intervalle 

Une proposition de progression 

La séquence proposée ici se place avant la notion de dérivation. Elle peut être envisagée en classe de Seconde, voire pour partie en rappels en Première.

Au-delà de l’aspect intuitif perçu par les élèves « Çà monte sur la courbe, donc la fonction est croissante », au-delà de l’aspect mécanique qui consiste à passer du tableau des variations à la courbe représentative et réciproquement, cet article propose, dans une certaine progression, différentes pistes pour aider à faire comprendre la notion de sens de variation et pour permettre de définir correctement les expressions « f est croissante sur l'intervalle I », « f est décroissante sur l'intervalle I ».

Première partie : Activités d’introduction

Exercice 1 :

Ce premier exercice permet d’utiliser les termes « croissante » et « décroissante » dans une situation quotidienne. C’est l’occasion aussi de présenter un tableau de variations.

Un appareil enregistreur a fourni le relevé de températures ci-dessous.

A partir de ce relevé, dire sur quelle(s) plage(s) horaire(s) la température augmente, diminue ? Dresser le tableau des variations de la fonction f qui à chaque valeur de t de l'intervalle [0 ; 24] fait correspondre la température f(t) en °C.
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Exercice 2 : 

Ce deuxième exercice est intéressant par le coté visuel facilement imaginable.

	[image: image1.jpg]Ce graphique donne I'évolution de la température
durant une journée en un certain lieu.
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1. Ce graphique représente-t-il une fonction ?
2. S'il s'agit d’'une fonction :

a) quelles sont les images de 10 et de 20 ?
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On note P(x) le périmètre et A(x) l'aire de la couronne en fonction du rayon x.
	Compléter : 

….. ( x ( …..

Si x augmente, alors P(x) ………….

Si x diminue, alors A(x) …………




On dit que : 

· la fonction P qui à x associe P(x) est ……………..sur……..

· la fonction A qui à x associe A(x) est …………….sur ……..

Exercice 3 : 

Ce troisième exercice présente un aspect intuitif.

Voici le tableau fourni par le Ministère des Finances pour le calcul de l’impôt sur le revenu 2001.

Calculer le quotient familial correspondant à votre nombre de parts

Ce quotient "QF" est égal à  eq \s\do1(\f(R (revenu imposable);N (nombre de parts))) = ……….

Rechercher la tranche dans laquelle est situé votre quotient familial "QF" (et non pas votre revenu).

Calculer votre impôt "I" à l'aide du barème suivant :

	Si votre "QF", soit  eq \s\do1(\f(R;N)),
	n'excède pas
	4 121 €
	…………….
	……….
	votre impôt est égal à :
	0

	
	est supérieur à
	4 121 €
	et inférieur ou égal à
	8 104 €
	votre impôt est égal à :
	R ( 0,075 ( 309,08 R ( N

	
	est supérieur à
	8 104 €
	et inférieur ou égal à
	14 264 €
	votre impôt est égal à :
	R ( 0,21 ( 1 403,12 R ( N

	
	est supérieur à
	14 264 €
	et inférieur ou égal à
	23 096 €
	votre impôt est égal à :
	R ( 0,31 ( 2 829,52 R ( N

	
	est supérieur à
	23 096 €
	et inférieur ou égal à
	37 579 €
	votre impôt est égal à :
	R ( 0,41 ( 5 139,12 R ( N

	
	est supérieur à
	37 579 €
	et inférieur ou égal à
	46 343 €
	votre impôt est égal à :
	R ( 0,4675 ( 7 299,91 R ( N

	
	est supérieur à
	46 343 €
	…………….
	……….
	votre impôt est égal à :
	R ( 0,5275 ( 10 080,49 R ( N


Pour un nombre de parts fixé égal à 3, exprimer I en fonction de R suivant les différentes tranches.

Que peut-on penser de la variation de l’impôt I en fonction de R ? Comment peut-on l’expliquer ?

Compléter :
quand R augmente, alors I………


quand R diminue, alors I……..

On dit que la fonction f : R ( I est ………………………. sur …………

Exercice 4 : 

L’outil Géoplan, logiciel de géométrie dynamique présenté dans le bulletin précédent n° 8, utilisé ici permet de mêler aspect géométrique et aspect fonctionnel. L’intérêt de cette activité est de pouvoir faire observer les variations simultanées de x et f(x) tout en gardant le support géométrique.

Cette activité a été réalisée en module de Seconde. Les 3 fiches qui suivent ont été distribuées aux élèves au fur et à mesure. Une initiation au logiciel est préférable au préalable : il s’agit d’apprendre à manipuler les différentes commandes dans le cadre de constructions géométriques.
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Fonction issue d’une situation géométrique : une activité avec le logiciel Géoplan

1°) Présentation de la situation : utilisation du papier et du crayon

ABC est un triangle tel que : AB = 16 cm et CA = CB = 10 cm. I est le milieu de [AB]. 

Soit E un point de [AI]. On note : AE = x. Compléter : ..... ( x (  .....

Faire un dessin pour E = E1 avec AE1 = 2 cm.

La droite (d1) passant par E et perpendiculaire à (AB) coupe [AC] en F.

La droite (d2) passant par F et parallèle à (AB) coupe [BC] en G.

La droite (d3) passant par G et perpendiculaire à (AB) coupe [AB] en H.

Quelle est la nature du quadrilatère EFGH ?

Compléter le dessin en prenant plusieurs positions de E :

E = E2 avec AE2 = 4 cm  et  E = E3 avec AE3 = 6 cm.

Déterminer dans chacun des cas l’aire du quadrilatère EFGH.

Compléter :

À tout nombre réel x de l'intervalle [… ; …], on associe f(x) l’aire, exprimée en cm2, du quadrilatère EFGH. 

La fonction f : x ( f(x) est définie sur l'intervalle [… ; …].

Compléter : f(2) = ……
f(4) = ……
f(6) = ……
Cette première phase de construction sur feuille ne doit pas être négligée, elle permet d’appréhender la situation géométrique, d’entrevoir l’aspect fonctionnel et de comprendre l’intérêt de l’usage du logiciel par la suite.

Le travail qui suit va se faire avec le logiciel Géoplan.

Une commande est essentielle : la commande Créer. Elle permet, avec ses sous-commandes, de :

· créer de différentes manières : points, cercles, droites, segments, rectangles, etc.

· calculer et faire afficher : la longueur d'un segment, l'aire d'une figure, etc.

· créer un repère.

Quant à la barre d’outils, voici quelques explications :
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2°) Aspect géométrique (avec Géoplan)

· Faire afficher le repère Roxy et créer les points A et B dont voici les coordonnées : A (-16 ;10) et B (0 ;10). Réduire si besoin l’unité et déplacer avec la souris le repère.

· Créer le point C (comme point d'intersection de deux cercles c1 et c2 qui seront ensuite mis en « non dessiné » ou bien en créant le point C de coordonnées ( ( 8 ; 20). 

· Tracer le triangle ABC, puis enlever le repère Roxy.

· Créer le point I milieu de [AB].

· Créer le point E libre sur le segment [AI].

· Tracer les droites d1, d2, d3 et les points F, G et H au fur et à mesure.

· Mettre les droites d1, d2 et d3 en « non dessiné ».

· Tracer le rectangle EFGH et hachurer son aire.

· Déplacer le point E sur [AI] et observer la variation de l’aire.

3°) Aspect fonctionnel - Courbe représentative (avec Géoplan)

· Créer la variable x = AE (Créer/Numérique/Calcul géométrique/Longueur d’un segment). Faire afficher ensuite la variable x avec 1 décimale (Créer/Affichage/Variable numérique déjà définie).

· Créer la valeur f(x) qui est l'aire de EFGH. Pour cela, créer d’abord l’aire a du triangle EFG (Créer/Numérique/Calcul géométrique/Aire d’un triangle), puis le double de a pour obtenir f(x) notée Aire (Créer/Numérique/Calcul algébrique). Faire afficher ensuite la valeur Aire, c'est-à-dire f(x) à 2 décimales.

Déplacer le point E sur [AI]. 

Observer les variations simultanées de x et de f(x). 

Il nous paraît trop risqué de faire compléter ici un tableau de valeurs, Géoplan faisant apparaître des valeurs trop approchées. Pour l’avoir testé, une collègue trouve cet aspect « dangereux » dans la mesure où un même réel x pourrait avoir plusieurs images, suivant les observations des élèves.

· Créer le point W de coordonnées (2 ; 2) puis le repère (W ; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);i)
 ; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);j)
) avec en graduation 1 sur chaque axe (Créer/Repère). Nommer ce repère Wxy.

· Créer dans le repère Wxy le point M de coordonnées  M (x ; f(x)).

· Déplacer le point E sur [AI] et observer le déplacement du point M dans le repère Wxy.

· Faire afficher la trace du point M. Pour cela, sélectionner le point M (Afficher/Sélection trace) et cliquer sur l’icône adéquate. Piloter le point E à la souris ou au clavier. Imprimer le résultat.

· À l’observation, pour quelle valeur de x l’aire de EFGH vous semble t-elle maximale ?
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4°) Aspect fonctionnel - Sens de variation (avec Géoplan)

En faisant varier x par le déplacement du point E sur [AI], compléter les phrases suivantes :



Si x augmente sur [0 ; 4 ], alors f(x)…………………



Si x diminue sur [0 ; 4], alors f(x) ……………..



Pour tout x1 et x2 de [0 ; 4], si x1 ( x2, alors f(x1)….. f(x2)



Pour tout x1 et x2 de [0 ; 4], si x1 ( x2, alors f(x1)…… f(x2)



Sur [0 ; 4], x1, x2 et f(x1) et f(x2) sont rangés ………………………..

On dit que f est
…………………………
sur l'intervalle [0 ; 4]



Si x augmente sur [4 ; 8], alors f(x)…………………



Si x diminue sur [4 ; 8], alors f(x) ……………..



Pour tout x1 et x2 de [4 ; 8], si x1 ( x2, alors f(x1)….. f(x2)



Pour tout x1 et x2 de [4 ; 8], si x1 ( x2, alors f(x1)…… f(x2)



Sur [4 ; 8], x1, x2 et f(x1) et f(x2) sont rangés ………………………..

On dit que f est
…………………………
sur l'intervalle [4 ; 8].
Deuxième partie : Synthèse de la leçon
Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I = [a ; b].

Dire que f est croissante sur un intervalle I, c’est dire que :

pour tout x1 et x2 de I , si x1 ( x2, alors f(x1) ( f(x2).


Remarque :

Dire que f est croissante sur un intervalle I, 

c’est aussi dire que :

pour tout x1 et x2 de I , si x1 ( x2, alors f(x1) ( f(x2).

ou encore,

pour tout x1 et x2 de I ,  f(x1) et f(x2) sont rangés

dans le même ordre que l’ordre de x1 et x2 .

Définition :

Dire que f est décroissante sur un intervalle I, c’est dire que 

pour tout x1 et x2 de I , si x1 ( x2, alors f(x1) ( f(x2).

Remarque :

Dire que f est décroissante sur un intervalle I, 

c’est aussi dire que :

pour tout x1 et x2 de I , si x1 ( x2, alors f(x1) ( f(x2).

ou encore,

pour tout x1 et x2 de I  f(x1) et f(x2) sont rangés 

dans l’ordre contraire de l’ordre de x1 et x2.

Tableau de variations

C’est un résumé, du sens de variation de la fonction et des valeurs remarquables.

Exemple : tableau des variations de f où f(x) est la température en fonction de l'heure notée x (Première partie - Exercice 1).

	x
	0
8
18
24                                                                                                                       

	
Variations de f


	


Troisième partie : exercices d’application

Des exercices qui entraînent les élèves à passer du tableau de variations à la courbe représentative de la fonction sont nécessaires. Nous n’en proposons pas ici : d’une part, ils sont aisés à mettre en place, d’autre part, l’objet de cet article est plus d’insister sur la compréhension des notions de "croissance" et "décroissance" sur un intervalle.

Exercice 1: 

Il s’agit ici de contrôler la compréhension des définitions.

A partir du tableau des variations suivant, si cela est possible, compléter les phrases suivantes avec l’un des symboles ( ou ( . Dans le cas où la comparaison est impossible, compléter avec ?.

f(( 2) ........ f(0)
f(0) ........ 0
f(4) ........ f(( 1)

f(1,5) ........ f(2,5)
f(1) ........ f(5)
f(0,5) ........ f(2,5)

	x
	( 3
1
3
5

	Variations de f
	


Exercice 2 : 

Plus compliqué ! Il s’agit de faire démontrer qu’une fonction est croissante ou décroissante sur un intervalle. La démonstration peut être guidée, elle peut n'être proposée qu’en prolongement après avoir étudié et approfondi les problèmes d’ordre.

Soit la fonction f définie pour tout nombre réel x par f(x) = ( x2 + 4x ( 1 et représentée, dans un repère orthogonal, par la courbe (C) (à la page suivante !):
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1) Vérifier que, pour tout nombre réel x, f(x) = ( (x ( 2)2 + 3.

2) Montrer que f est décroissante sur [2 ; + ([, puis vérifier sur le graphique.

La démonstration guidée peut être :

Soient x1 et x2 deux nombres réels appartenant à l’intervalle [2 ; + ( [.

Supposons que 2 < x1 ( x2.

En justifiant chaque étape, compléter :

Je déduis : 2 ( 2 ...... x1 ( 2 ...... x2 ( 2  car ......

Je déduis : (x1 ( 2)2 ...... (x2 ( 2)2 car ......
Je déduis : ( (x1 ( 2)2 ....... ( (x2 ( 2)2 car ......
Je déduis : ( (x1 ( 2)2 + 3 ...... ( (x2 ( 2)2 + 3 car ......
J’aboutis donc à f(x1) ...... f(x2) et je conclus que f est ................. sur ............
Exercice 3 :

Prudence ! Ne pas confondre tableau de valeurs et tableau de variations.

Pour une fonction f, on a relevé le tableau de valeurs suivant :

	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	f(x)
	( 1
	0
	0,4
	0,56
	1
	2
	4,5
	7
	10
	50


Peut-on donner le sens de variation de f sur [0 ; 9] ? Pourquoi ?

Exercice 4 :

Justifier que la fonction f : x ( f(x) =  eq \s\do1(\f(1;x)) est décroissante sur ]0 ; + ( [ et décroissante sur ]( ( ; 0[. 

Peut-on dire néanmoins que f est décroissante sur ]( ( ; 0[ ( ]0 ; + ( [ ? Pourquoi ?

Prudence ! ce n’est pas parce que f est décroissante sur deux intervalles disjoints que f est décroissante sur la réunion de ces deux intervalles.


	Le sincère et le menteur 

Un touriste rencontre deux hommes au bar "Le Forestier": Michel Meunier, de Seyne-les-Alpes, et André Bruti, de Montclar, l'un d'entre eux disant toujours la vérité, l'autre mentant systématiquement. Il questionne A. Bruti : "Es-tu sincère ou menteur ?",mais il n'entend pas la réponse. Il demande alors à M. Meunier : "Que vient-il de dire ?" et Meunier lui répond: "Il vient de dire sincère". 
Qui, de M. Meunier ou de A. Bruti, est le menteur ?



























































































































x





3





Rappelle les objets déjà créés





Affiche le repère Roxy





Permet d’avoir une trace permanente





Permet de refaire la même opération





Permet de modifier la forme et d’effacer





Agrandit ou diminue l’unité de longueur





Permet de modifier un objet
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Maxime à méditer :





Croître ou décroître, c’est toujours évoluer !


Gare à la stagnation…
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