Croissez et multipliez
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L'étude de phénomènes (physiques, économiques, démographiques…) ayant une "croissance exponentielle" est fortement suggérée dans nos programmes de bac professionnel et de bac technologique. Les annales des épreuves terminales montrent que la modélisation de tels phénomènes est une source intéressante de problèmes… "concrets".

Comparer "croissance affine" et "croissance exponentielle", de préférence sur des exemples concrets simples, permet un utile retour sur les notions de "variation absolue"
 et de "variation relative"
 d'une grandeur. On peut ainsi donner du sens aux coefficients a respectifs
 de 
[image: image28.wmf] et de 
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1. Demandez les programmes (extraits)

BACCALAUREAT PROFESSIONNEL (CGEA) 

"Acquérir des notions fondamentales d'analyse

L'objectif est d'acquérir la maîtrise de fonctions de base et de mettre en valeur l'utilité de concept de fonction dans des situations issues de l'algèbre, de la géométrie, des sciences physiques, de la vie économique et de la biologie.
4. Introduction des fonctions logarithme et exponentielle [...]
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- dérivée de x ( eax (a réel)

- étude de fonction du type x ( eax (a réel) "

BACCALAUREAT TECHNOLOGIQUE (STAE et STPA) 

Programme actuel (Juin 2002) (classe de Terminale) : 

"ANALYSE 
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Comme en Première, on mettra en valeur l'utilité du concept de fonction pour l'étude des phénomènes continus : on exploitera largement des situations issues de l'algèbre, de la géométrie, des sciences et techniques et de la vie économique et sociale, en marquant les différentes phases : modélisation, traitement mathématique, contrôle et exploitation des résultats.

[...]- exemples de fonctions de la forme [...] x ( eax +  b."

Nouveau programme (projet) : 

"PROGRAMME DE TERMINALE
I. Analyse. [...]

	CONTENUS
	COMPETENCES ATTENDUES
	RECOMMANDATIONS PEDAGOGIQUES

	8°) Travaux dirigés exigibles :
- étude (sens de variation, extremums, limites, tableau de variation, représentation graphique), sur des exemples numériques, de fonctions du type : [...] x ( eax +  b et de fonctions qui s'en déduisent simplement.
	[...]

- Lire une représentation graphique donnée en termes de propriétés de fonctions et les interpréter dans des situations concrètes.
	[...]

- L'usage de la calculatrice (éventuellement graphique) est recommandé.

- Les exemples choisis ne doivent présenter aucun excès de technicité, particulièrement dans les calculs de limites.


[image: image18.wmf]2. Quelques applications vues dans les annales

BACCALAUREAT PROFESSIONNEL 

· [image: image19.wmf]Baccalauréat professionnel session 98 France métropolitaine : f(x) = e0,2x où le chiffre d'affaires est fonction de la production annuelle

· Baccalauréat professionnel session 99 France métropolitaine : P(t) = 500 ( e0,02 ( t (évolution d'une population d'insectes en fonction du temps)

· Baccalauréat professionnel session 2000 Antilles Guyane : N(t) = 10 ( e0,6 ( t  (évolution d'une population de faisans en fonction du temps)

· Baccalauréat professionnel remplacement 2000 France métropolitaine : f(t) = 0,95 ( e  ( 0,16 ( t   (évolution de la masse de substance active présente dans le sang en fonction du temps écoulé)

· [image: image20.wmf] Baccalauréat professionnel session 2000 Nouvelle Calédonie : p(n) = 1 000 ( e0,04 ( n   (évolution du coût de traitement d'une tonne de déchets)

et aussi :

· Baccalauréat professionnel "Bio Industries de Transformation" session 97 : Température

· Baccalauréat professionnel "Bio Industries de Transformation" remplacement 97 : Radioactivité

3. Croître ou décroître exponentiellement ?

3-1. Le modèle de base (bac pro)

f : x ( eax  (a est un nombre réel non nul)
Calcul de la fonction dérivée de la fonction f : f'(t) = a eax.
Étude du signe de la fonction dérivée : quel que soit le nombre réel x, eax > 0donc la fonction dérivée a le même signe que a. Le sens de variation de la fonction f : x ( eax  
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 (a réel) dépend donc du signe de a.
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	Sens de variation de la fonction
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	Sens de variation de la fonction
	


N.B. : En Bac Pro, l’étude se fait sur un intervalle borné.

	a négatif
	a positif

	[image: image22.wmf]f : x ( eax  est une fonction décroissante sur IR
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	f : x ( eax  est  une fonction croissante sur IR
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NB :  * 
Si a = 0, la fonction f est la fonction constante de valeur 1.

* 
Quelque soit la valeur de a, la courbe représentative de la fonction f coupe l'axe des ordonnées du repère au point d'ordonnée f(0) et on a f(0) = e0 = 1.

3-2. Le modèle haut de gamme (bac techno)

g : x ( eax +  b (a et b sont deux nombres réels, avec a non nul)

Remarques : 

( Autre forme de g 
Les fonctions du type g : x ( eax +  b peuvent s'écrire sous la forme kf où f est le "modèle de base" précédemment étudié. En effet :

	Rappel : 

Pour tout nombre réel x et y, ex + y = ex  ( e y.
	Si g(x) = eax +  b  

alors g(x) = eax ( e  b


[image: image24.wmf]Si on pose k = eb , on obtient la forme x ( k eax, ce qui rend ce modèle accessible à tous (voir annales du baccalauréat professionnel !).

( Signification de k (ou de b) 

On a :

g(0) = k e0

g(0) = k ( 1

g(0) = 1

donc k est la valeur prise  par la fonction g lorsque x = 0.

Si la variable est le temps t, k est souvent notée y0 pour signifier que cette valeur est la valeur "initiale" (à l'instant t = 0) du phénomène exponentiel étudié ; on écrit alors :

g(t) = y0 eat  ou  y = y0 eat.
Étude du sens de variation de g

Calcul de la fonction dérivée de la fonction g : g'(x) = a eax +  b
Étude du signe de la fonction dérivée : quel que soit le nombre réel x, eax +  b > 0 donc la fonction dérivée a le même signe que a.

Le sens de variation de la fonction g : x ( eax +  b (a et b réels) dépend donc du signe de a. Si a est positif le phénomène étudié est croissant, si a est négatif le phénomène est décroissant.

(On remarquera que l'étude des fonctions du type g n'est pas plus compliquée que celle des fonctions du type f )
3-3. Quelques fonctions qui s'en déduisent (plus ou moins !) facilement 

a) Fonctions h telles que h(x) = m + k eax ou h(x) = m k eaxoù m est une constante réelle
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b) Fonctions s telles que  s(x) =  eq \s\do1(\f(n;m + k eax))  où n est aussi une constante réelle

[image: image25.wmf]
Ces fonctions sont dites "sigmoïdes" (
[image: image9.wmf]ò

) ; rencontrées parfois dans les sujets de BTSA, elles se présentent souvent sous des formes modifiées telles que : 

 eq \s\do1(\f(y0;1 + eb ( at))  ou   eq \s\do1(\f(N;1 + b e( at))[image: image26.wmf].
Ces écritures facilitent la mise en évidence des propriétés des phénomènes modélisés.

[image: image27.wmf]
4. Croissance ou décroissance des fonctions affines (rappels)

	signification du coefficient a en terme de croissance (ou de décroissance !)

	exemple de la pompe à essence

(fonction linéaire x ( a.x)

a est le prix en euros d’un litre d'essence donc a est égal à l'augmentation du prix à payer lorsque le volume versé augmente de 1 litre.

ax est le prix à payer pour x litres.

On observera que le nième litre coûte le même prix que le premier donc que, quel que soit le nombre x de litres déjà versés, une augmentation de x de 1 provoque une variation absolue de y égale à a.

x1 = x
y1 = a x1


y1 = a x
x2 = x + 1
y2 = a x2


y2 = a (x + 1)

y = y2 ( y1
= a (x + 1) ( a x

y = a 
	exemple du taxi

(fonction affine x ( a.x + b) 

b est le prix de la "prise en charge"

a est le prix en euros d’un kilomètre parcouru donc a est égal à l'augmentation du prix à payer lorsque le nombre de kilomètres parcourus augmente de 1 kilomètre.

ax + b est le prix en euros pour x kilomètres.

On observera que le nième kilomètre coûte le même prix que le premier ; quel que soit le nombre x de kilomètres déjà parcourus, une augmentation de x de 1 provoque une variation absolue de y égale à a.

x1 = x
y1 = a x1 + b

y1 = a x + b
x2 = x + 1
y2 = a x2 + b

y2 = a (x + 1)  + b
y = y2 ( y1
= [(a (x + 1) + b] ( a x + b

y = a 


	Dans les deux cas, a est la variation absolue de y quand x varie de 1. 

Cette variation est une augmentation si a est positif, une diminution si a est négatif. 
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5. Croissance ou décroissance exponentielle

5-1. Retour sur une fonction f : x ( e0,5 x
	Approche graphique
	Approche par le calcul
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	Tableau de calculs obtenu avec un tableur

x

f (x) = exp ( 0,5x )

variation

-5

0,08208  

absolue

-4

0,13534  

0,05325  

-3

0,22313  

0,08779  

-2

0,36788  

0,14475  

-1

0,60653  

0,23865  

0

1,00000  

0,39347  

1

1,64872  

0,64872  

2

2,71828  

1,06956  

3

4,48169  

1,76341  

4

7,38906  

2,90737  

5

12,18249  

4,79344  

Ce tableau de valeurs confirme que la variation (absolue) de y engendrée par une variation de x égale à 1 est fonction de x.




On observe que la variation (absolue) de la grandeur y étudiée est d'autant plus grande que la valeur initiale de cette grandeur est grande. S'agissant par exemple d'une population d'insectes, si l'effectif de la population est faible, le nombre de naissances est petit mais si l'effectif est important, le nombre d'insectes qui naissent est grand…

Le calcul des variations relatives engendrées par des variations unitaires de x fait apparaître la constante 0,64872127.

	x
	f(x) = exp ( 0,5x )
	variation
	variation

	-5
	0,08208
	absolue
	relative

	-4
	0,13534
	0,05325
	0,64872127

	-3
	0,22313
	0,08779
	0,64872127

	-2
	0,36788
	0,14475
	0,64872127

	-1
	0,60653
	0,23865
	0,64872127

	0
	1,00000
	0,39347
	0,64872127

	1
	1,64872
	0,64872
	0,64872127

	2
	2,71828
	1,06956
	0,64872127

	3
	4,48169
	1,76341
	0,64872127

	4
	7,38906
	2,90737
	0,64872127

	5
	12,18249
	4,79344
	0,64872127


Remarque :

La constante 0,64872 figure dans la colonne "variation absolue" lorsque x = 1 donc on a l’égalité : 

0,64872 = f(1) ( f(0)  or  f(0) = 1  et  f(0) = e0,5. Cette constante serait donc : e0,5 ( 1 ce que l'on peut vérifier à la calculatrice…

5-2. Retour sur les fonctions  f : x ( ea x  et signification de a.

	Variation absolue de la grandeur y

Quand la variable x augmente de 1, passant de  x1 = x  à  x2 = x + 1, la valeur prise par la fonction f varie de y1 à  y2.
On montre (voir calcul ci-contre) que la variation absolue 
[image: image15.wmf]y
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de la grandeur y  est fonction de x : y = ea x (ea  ( 1).


	x1 = x
y1 = eeq \s\up5(a x1)

y1 = ea x
x2 = x + 1
y2 = eeq \s\up5(a x2)

y2 = ea (x + 1)
x = x2 ( x1
y = y2 ( y1

x = 1
y = ea (x + 1) ( ea x
= ea x + a ( ea x

= ea x ea ( ea x
= ea x (ea  ( 1)

	Variation relative de la grandeur y

Le calcul ci-contre montre que quelle que soit x, la variation relative de y lorsque x varie de 1 est une constante égale à 



r = ea ( 1

NB :

( Si a = 0,5 alors ea = 1,64872127 d'où :

r = ea ( 1
r = 0,64872127

Lorsque la variable x (ou t) varie de 1, la grandeur y augmente de 64,87 %.

( L'introduction des fonctions exponentielles de base q (q >0) permet d'écrire :

f(x) = ea x

f(x) = eq \b(ea)\s\up2(x),  en posant  ea = q

f(x) = qx
(De même en posant eb = y0  et r = q ( 1 soit q = r + 1 on obtient :

g(x) = eax +  b
g(x) = eax ( e b

g(x) = eq \b(ea)\s\up2(x) ( e b
g(x) = qx ( y0
g(x) = y0 ( qx

g(x) = y0 ( (1 + r)x
qui rappellera la classique formule

Cn = C0 ( (1 + t)n, dite des intérêts composés.


	r =  eq \s\do1(\f(y2 ( y1;y1))
r =  eq \s\do1(\f(ea x (ea  ( 1);ea x))
r = ea  ( 1








































































































































































































































Attention à la contamination…





a = 0,5





a = ( 0,5





�EMBED Excel.Chart.8 \s���


























� La variation absolue d'une grandeur est la différence entre sa valeur finale et sa valeur initiale y = y2 ( y1. Si cette variation absolue est positive, la grandeur a augmenté ; si elle est négative (et le qualificatif "absolue" est alors bien gênant… pour les élèves !!), la grandeur a diminué.


� La variation relative permet de qualifier l'importance de la variation absolue observée relativement à la valeur initiale de la grandeur. Une augmentation de 10 € sur un produit qui valait 9 990 €, cela passe presque inaperçu mais la même augmentation sur un produit valant 20 €….


On a : r = � eq \s\do1(\f(Dy;y1))� = � eq \s\do1(\f(y2 ( y1;y1))�. La variation relative r de la grandeur y peut encore s'écrire : r = � eq \s\do1(\f(y2;y1))� ( 1, expression, où certains verront comme un… indice ! Mais cela est une autre histoire qui n'est au programme qu'en BTS ACSE.


� En baccalauréat professionnel, on prendra pour modèle f : x ( k eax car x ( eax + b n'est pas au programme.


� Ou x ( a.x + y0 avec y0, valeur initiale (à x = 0 ou t = 0) de la grandeur étudiée.


� On pourrait montrer que des variations égales de x, provoquent des variations égales de y.


� Pour illustrer les cas où a est négatif, on peut (plus difficilement) trouver des exemples tels que l'évolution de la température d'un produit pris à 0°C dont on abaisse artificiellement la température [de manière continue (!!) ] de  a °C par heure (fonction linéaire) et pourquoi pas, la cuve de V0 litres que l'on vide avec une vanne dont le débit est de a litres par heure (fonction affine).
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y = 5 - 2.exp( 0,5x )
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SIGMOIDE

		

												yo =		20

												b =		4

												a =		0.5

												to =		-2

												pas =		1

												inflexion t =		8

												f(t) =		10

				t		f(t)		transformé

				-2		0.134		5.000

				-1		0.220		4.500

				0		0.360		4.000

				1		0.586		3.500

				2		0.949		3.000

				3		1.517		2.500

				4		2.384		2.000

				5		3.649		1.500

				6		5.379		1.000

				7		7.551		0.500

				8		10.000		0.000

				9		12.449		-0.500

				10		14.621		-1.000

				11		16.351		-1.500

				12		17.616		-2.000

				13		18.483		-2.500

				14		19.051		-3.000

				15		19.414		-3.500

				16		19.640		-4.000

				17		19.780		-4.500

				18		19.866		-5.000

				19		19.919		-5.500

				20		19.951		-6.000

				21		19.970		-6.500

				22		19.982		-7.000

				23		19.989		-7.500

				24		19.993		-8.000

				25		19.996		-8.500

				26		19.998		-9.000

				27		19.999		-9.500

				28		19.999		-10.000
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