A propos de la loi binomiale

L’objet de cet article est de donner quelques pistes de réflexion pour traiter la partie du programme de Bac Technologique concernant la loi binomiale.

1) Jacques Bernoulli
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Jacques Bernoulli (1604-1705)

Membre d’une famille de mathématiciens, après des études de théologie, Jacques Bernoulli a beaucoup étudié les probabilités. Il a publié un traité essentiel pour son époque dans ce domaine : 

«Ars conjectandi»  («L’art de conjecturer»).

Dans le livre 4 de ce traité, il étudie la répétition d’une même épreuve à deux issues (succès, échec), dans les mêmes conditions et de manière indépendante, p étant la probabilité de réalisation d’un succès.

Bernoulli aboutit au fameux «théorème d’or de Bernoulli» (cas particulier de la loi faible des grands nombres) où il exprime le résultat suivant : 

Lors de ces répétitions d’épreuves, la probabilité de la marge d’incertitude entre la fréquence observée de succès et p, tend vers zéro lorsque le nombre de répétitions tend vers l’infini.

Voir le document : Jacques Bernoulli et l’Ars Conjectandi publié en 1987 par l’IREM de Rouen (Université de Rouen- Haute-Normandie 1 Rue T. Beckett 76130 Mont Saint Aignan).

2) Quelques pré-requis et deux exercices pour la suite

Notion de variable aléatoire et de loi de probabilité.

Notion d’événements indépendants.

Calcul et sens des nombres 
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Exercice N°1 

Voici 4 cases numérotées de 1 à 4 :

	1
	2
	3
	4

	
	
	
	


On dispose de deux lettres S que l’on souhaite disposer dans deux de ces 4 cases (une lettre au plus par case). De combien de façons peut-on le faire ?

Exercice N°2

On dispose maintenant de 10 cases numérotées de 1 à 10 et de 7 lettres S. De combien de façons peut-on répartir ces 7 lettres ? (une lettre au plus par case).

De combien de façons peut-on remplir les 3 cases restantes avec 3 lettres E (une lettre par case) ?

3) Epreuve de Bernoulli   

Quelques exemples pour commencer :

Exemple 1 : 

On lance une fois une pièce de monnaie et on note la face visible de la pièce. Cette expérience a deux issues notées pile et face. Si l’on suppose la pièce parfaitement équilibrée, les probabilités des évènements élémentaires «obtenir pile» et «obtenir face» sont égales à 

.

Exemple 2 : 

On lance une fois un dé à 6 faces, non pipé, et on s’intéresse au numéro 5. Dans cette expérience, on ne considère que 2 issues:

(la face supérieure du dé est le numéro 5 
(la face supérieure du dé n’est pas le 5.

Les probabilités des évènements associés à ces deux issues sont respectivement : 
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Exemple 3 : 

On considère une urne contenant des boules blanches dans une proportion p non nulle et des boules rouges dans une proportion non nulle 1 ( p.

On suppose que les boules sont indiscernables au toucher. On choisit une boule au hasard de l’urne et on note sa couleur.

Dans cette expérience les deux issues envisagées sont «la boule est blanche» et «la boule n’est pas blanche». Les probabilités des évènements associés sont égales respectivement à p et 1 ( p.

Exemple 4 : 

On suppose que dans une famille la probabilité de naissance d’un garçon est de 0,51. A la naissance d’un enfant les deux issues sont notées respectivement G et F avec :

P({G}) = 0,51 et P({F}) = 0,49.

Epreuve de Bernoulli 

Lorsque dans une expérience aléatoire, on s’intéresse uniquement à l’obtention d’une issue appelée généralement : succès (S) ou à sa non obtention appelée : échec (E), on dit que cette expérience est une épreuve de Bernoulli.
Proposer d’autres situations répondant à cette définition.

4)  Schéma de Bernoulli
Exemple 1 : 

On lance une pièce de monnaie 5 fois de suite en notant à chaque lancer le résultat obtenu.

Exemple 2 : 

On répète 4 fois de suite le lancer d’un dé non pipé à 6 faces en s’intéressant à chaque lancer à la réalisation ou à la non réalisation de l’événement « on obtient le 4 ».

Exemple 3 : 

Une urne contient 3 boules blanches, 4 boules rouges et 9 boules noires indiscernables au toucher.

On tire une boule au hasard, on note sa couleur blanche ou non, puis on remet la boule dans l’urne. On recommence ainsi 5 tirages.

Schéma de Bernoulli

Un schéma de Bernoulli est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. 

Les n épreuves de Bernoulli sont répétées n fois dans les mêmes conditions et de façon que le résultat de l’une quelconque de ces épreuves ne dépende aucunement des résultats des autres.

Les exemples suivants, constituent-ils un schéma de Bernoulli ?

Exemple 1. 

Une urne contient 4 boules noires et 6 boules blanches. On s’intéresse à la couleur blanche. On tire, au hasard,  une première boule, puis sans la remettre, on tire de la même façon 4 autres boules.

Exemple 2. 

On lance 6 fois de suite un dé supposé parfait en s’intéressant à chaque lancer à l’apparition ou la non apparition du numéro 2.

Exemple 3. 

On prélève au hasard dans un bassin contenant 45 carpes et 28 gardons, un premier poisson. On note son espèce puis on le remet. On effectue ainsi 7 tirages.

Exemple 4. 

Sur une chaîne d’embouteillage 2 % de la production des bouteilles d’eau ont un défaut. On prélève au hasard 15 bouteilles.

Exemple 5. 

On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes, on note si cette carte est un as et sans la remettre, on tire ainsi de suite 3 autres cartes.

5) Loi binomiale 

L’objet de ce paragraphe est de s’intéresser, dans un schéma de Bernoulli, à la probabilité d’avoir k fois la réalisation, au cours des n expériences, de l’issue appelée Succès à laquelle on s’intéresse.

Exemple 

On lance, 4 fois de suite, un dé à 6 faces. On s’intéresse à chaque lancer aux deux issues suivantes :

« le nombre obtenu est un multiple de 3 » appelée Succès et notée S  

« le nombre obtenu n’est pas un multiple de 3 » appelée Echec et notée E ou 

.

1) Déterminer, au cours d’un lancer P({S}) et P({E}).

2) Le schéma de Bernoulli peut-être illustré par l’arbre pondéré suivant : 

(il reste à y indiquer les différentes ramifications de l’arbre, seul un chemin complet a été tracé)


1er jet
2e jet
3e jet
4e jet 
Eventualités
Probabilités
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Dans la définition du schéma de Bernoulli, quelle est l’hypothèse qui permet de calculer la probabilité donnée dans le schéma précédent ?

Quel est le nombre de chemins qui conduisent à 2 succès au cours des 4 lancers ?

Déterminer les probabilités des événements suivants :

a) obtenir 2 succès au cours des 4 lancers.

b) obtenir au moins un succès au cours des 4 lancers.

6) Variable aléatoire
Exemple 1. 

On reprend l’exemple précédent du lancer d’un dé quatre fois de suite en s’intéressant au nombre de fois où l’on a obtenu un multiple de 3.

Soit X la variable aléatoire qui à l’issue d’une série de 4 lancers prend pour valeurs le nombre de succès obtenus.

a) Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?

b) Traduire par une phrase les événements suivants : 



(X = 0)
(X = 3) 
(X ( 2)

c) Calculer P(X = 2).

d) Dans l’arbre précédent, déterminer le nombre de chemins qui aboutissent à deux succès. Quelle partie du programme, rappelée en début, pouvait nous permettre de déterminer ce résultat?

e) Déterminer la loi de probabilité de X et résumer les résultats obtenus dans le tableau suivant :

	xi
	0
	1
	2
	3
	4

	P(X=xi)
	
	
	
	
	


Exemple 2. 

On lance maintenant 5 fois de suite un dé (6 faces) supposé parfait, et on s’intéresse au nombre de numéros 1 obtenus. On note X la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de 1 obtenu au cours d’une série de 5 lancers.

La probabilité d’obtenir deux fois le 1, au cours des 5 lancers, est donnée par :

P(X = 2) = 
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Expliquer chacun des trois facteurs du deuxième membre de cette égalité.

Autres exemples 

1) Sur un jeu électronique, on dispose de quatre missiles pour détruire les envahisseurs. Chaque missile a une probabilité de 

d’atteindre son objectif indépendamment des résultats des autres missiles. Une partie est une suite de 4 résultats. On note par exemple (A , A , N , A) l’événement, les premier, deuxième et quatrième missiles ont atteint leur but, mais pas le troisième missile.

Quelle est la probabilité pour qu’au cours d’une partie quelconque 

a) seul le premier missile atteigne son but ?

b) un seul missile atteigne son but ?

2) Une urne contient 5 boules blanches et 4 boules noires. On prélève une boule, on note sa couleur et on la remet dans l’urne. On effectue ainsi 7 autre tirages.

On note X la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de boules blanches obtenues au cours d’une série de 8 tirages.

Quelle est la loi de probabilité de X ?

Quelle est la probabilité d’obtenir au moins deux boules blanches au cours des 8 tirages ?

3) Un QCM (questionnaire à choix multiple) comporte 10 questions offrant chacune 3 réponses possibles dont seulement l’une est juste. On répond complètement au hasard.

Quelle est la probabilité d’avoir au moins la moyenne (au sens 5 réponses exactes ou plus) ?

4) On lance 5 dés simultanément. Quelle est la probabilité d’avoir deux as ?

5) On tire une carte d’un jeu de 32 cartes en notant si la carte est, ou non, un pique, puis sans la remettre on tire ainsi de suite deux autres cartes.

On note X le nombre de piques obtenus.

Dire pourquoi la loi de probabilité de X n’est pas une loi binomiale.

6) Table de Galton : Voici la photo d’une table de Galton réalisée par un élève dans le cadre de sa formation. On admet que sur chaque cylindre la bille qui est lâchée en haut a une chance sur deux d’aller à droite et une chance sur deux d’aller à gauche. Expliquer en quoi cette table est une illustration du chapitre sur la loi binomiale.
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Pour conclure

Considérons le schéma de Bernoulli constituée par la succession de n épreuves de Bernoulli, identiques et indépendantes. Soit p la probabilité d’obtenir un succès au cours d’une épreuve de Bernoulli et q la probabilité d’obtenir un échec  (p + q = 1) .

Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de succès obtenus au cours d’une succession de n épreuves, alors la loi de probabilité de X est la loi binomiale de paramètre n et p, c’est-à-dire que pour k entier compris entre 0 et n, la probabilité d’obtenir k succès au cours des n épreuves, est :

P(X = k) =
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