RESUME SUR LES LOIS DE PROBABILITE

UTILISEES EN STATISTIQUE INFERENTIELLE
(à l'usage du professeur)

(les lois normales et binomiales étant supposées connues)
1. Notations


On prélève un échantillon aléatoire et simple (tirages équiprobables et indépendants) de taille n dans une population dans laquelle on étudie une variable quantitative de moyenne  et d'écart-type . Les observations sont alors des variables aléatoires X1, X2.......,Xn indépendan​tes et de même loi que la variable parente X (de moyenne  et d'écart-type ).


On note :
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2. Loi de 
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- Si X est de loi normale, 
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 est de loi normale de moyenne  et d'écart-type 
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.


- Si n est grand, la loi de 
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 peut être approchée par la loi normale de moyenne  et d'écart-type 
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 (quelle que soit la loi de X) d'après le théorème "central-limite".

3. Loi de ² (khi-deux)


Définition : Une variable aléatoire K suit la loi de ² à  degrés de liberté si elle est la somme des carrés de  variables aléatoires normales, centrées, réduites et indépendantes :
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     On a  E(K)=   et  V(K)= 2
Cas particulier : Si U suit la loi N (0, 1), alors U² suit la loi de ² à 1 ddl.

Exemple : si X est de loi normale la variable aléatoire 
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  suit la loi de ² à n degrés de liberté.
Propriété : La somme de deux variables de ² indépendantes suit la loi de ² dont le nombre de degrés de liberté est égal à la somme des nombres de d.d.l de ces deux variables.


On démontre que, si X est de loi normale, 
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Conséquence : 
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4. Loi de Student

Définition : Une variable aléatoire T suit la loi de Student à  degrés de liberté si elle peut s'écrire :
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  où U est de loi N(0,1) et K de loi de ² à  degrés de liberté, U et K étant indépendantes.


On démontre que si X est de loi normale, 
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 et S² sont indépendantes.
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 suit donc la loi de Student à n-1 degrés de liberté (si X est de loi normale).Cette variable aléatoire est utilisée pour l'estimation par intervalle de confiance ou les tests de conformité d'une moyenne lorsque l'écart type de la population est inconnu.

Application à la comparaison de deux moyennes :


Soient deux populations distribuées normalement de moyennes 
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. On extrait de la première population un échantillon de taille 
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 et de la deuxième un échantillon de taille 
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2

, ces 2 échantillons étant indépendants.
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  est de loi normale N(0, 1).

Lorsque 1 et 2 sont connus on utilise U.

Cas de deux populations distribuées normalement et de même variance ² (cas déjà étudié dans le bulletin n°2):
D'après le paragraphe 3, la variable aléatoire 
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   suit la loi de ² à 
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La loi de 
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 est alors la loi de Student à n1 + n2 - 2 ddl.
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en simplifiant par ² (il n'est donc pas nécessaire de connaître la valeur commune des deux variances) on obtient :
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Remarque:   
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5. Loi de Fisher-Snedecor

Définition : Une variable aléatoire F suit la loi de Fisher-Snedecor à n1 et n2 d.d.l si elle peut s'écrire :
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Cas particulier : Si T suit la loi de Student à k ddl alors T² suit la loi de Fisher-Snedecor à 1 et k ddl.

Application à la comparaison de variances : si on extrait deux échantillons indépendants de tailles respectives n1 et n2 de deux populations distribuées normalement (
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 suit la loi de Fisher-Snedecor à 
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ce qui donne, lorsque 
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Application à l'analyse de variance à un facteur : 

On extrait de p populations distribuées normalement p échantillons indépendants de tailles respectives n1, n2,........, np (un échantillon par population). Les moyennes des p populations sont notées 
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 et on suppose que les variances des p populations sont égales à ².
On note :


[image: image37.wmf]X

la

iable

aléatoire

moyenne

du

i

échantillon

et

X

n

n

X

n

n

i

ième

i

i

i

p

i

i

p

var

(

)

=

=

=

=

å

å

1

1

1



[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

F

R

T

p

1

i

i

n

i

j

2

i

p

1

i

i

n

1

j

2

i

ij

p

1

i

i

n

1

j

2

ij

E

.

C

.

S

E

.

C

.

S

E

.

C

.

S

X

X

X

X

X

X

:

totale

iabilité

var

la

de

ion

décomposit

de

égalité

'

l

rappelle

On

+

=

-

+

-

=

-

å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=


On a :
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On démontre que :
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 suit la loi de (² à n - p d.d.l. (démonstration facile à réaliser à l'aide des résultats du paragraphe 3)

et que, si µ1 = µ2 = …. = µp, 
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De plus on démontre que ces deux variables aléatoires sont indépendantes, il en résulte (après simplification par ²) que, si les p moyennes sont égales , la variable aléatoire 
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  suit la loi de Fisher-Snedecor à p-1 et n-p degrés de liberté.
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