INITIATION  A  LA  REGRESSION


Nous allons essayer, dans cet article, de poser, en termes simples, le problème de la régression, de préciser certaines appellations et notations. Toutes les notions abordées ici seront ensuite  approfondies dans un bulletin spécial consacré à la régression.

I ) CORRELATION  ET  regression.

Distinguons tout d’abord ces deux notions.

· La corrélation concerne l’étude simultanée de deux variables aléatoires X et Y sur un échantillon de n individus. Les deux variables jouent un rôle symétrique, elles sont inter changeables. Le coefficient de corrélation mesure l’intensité de la relation entre ces deux variables aléatoires.

· Dans un problème de régression, une des variables, Y, est aléatoire, la seconde X ne l’est pas. X est une variable contrôlée. (même si X est aléatoire dans sa nature, pour l’étude faite sur l’échantillon, ses valeurs ont été déterminées au préalable par l’expérimentateur). X et Y jouent donc un rôle dissymétrique : Y mesure l’effet, X la cause.

Y est appelée variable expliquée et X est la variable explicative.

Dans certains cas, la variable aléatoire Y peut dépendre de plusieurs variables X1 , X2 ,..., Xn.. Par exemple, le rendement d’une parcelle de blé pour une variété donnée dépend de la dose de semis X1, de la fumure X2, de la pluviométrie X3, etc...Dans ce cas, il s’agit d’une régression multiple, qui sera développée dans le bulletin spécial. 

Nous n'aborderons ici que le cas où Y dépend d'un seul facteur X, c'est la régression simple.

Le but de l'analyse de régression est :

SYMBOL 183 \f "Symbol" d'étudier la relation entre cette variable aléatoire Y et la variable numérique X. dont elle semble dépendre

· de conjecturer, à partir des observations, le type de cette relation (affine, exponentielle, puissance,...)

· de chercher à exprimer cette relation mathématique liant X et Y.

SYMBOL 183 \f "Symbol" d'évaluer la part du facteur X dans la variabilité de Y.

SYMBOL 183 \f "Symbol" d'utiliser cette relation mathématique pour estimer les valeurs prises par Y à partir de celles prises par le facteur X.

L'exemple suivant, extrait des annales de B T S sera utilisé pour concrétiser les notions que nous allons aborder :


L'étude porte sur l'influence d'un apport d'aliment concentré sur la croissance de faons au cours de leur premier hiver. Le tableau statistique suivant donne la quantité x de concentré consommé (en grammes) par jour et par animal et la croissance y de l'animal(en grammes) par jour.

	x: quantité de concentré en g
	410
	420
	600
	720
	750
	940
	960
	1020

	y: gain de poids par jour en g
	22
	38
	40
	50
	48
	76
	72
	80


Les questions habituellement posées dans ce genre d'exercice sont :


1°) Représenter le nuage de points associé à cette série (x,y).


2°) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre les variables X et Y.


3°) Déterminer, par la méthode des moindres carrés, une équation de la droite de régression de Y en X.


4°) Estimer le gain de poids journalier d'un animal consommant une quantité de concentré égale à...

__________________


Bien facile direz-vous, surtout si l'on dispose d'une calculatrice qui fait tous les calculs ! Mais le rôle de la statistique ne s'arrête pas là. L'arbre cache une forêt que nous tenterons de pénétrer progressivement.

II ) VOCABULAIRE  ET  NOTATION


Pour l’exemple considéré, nous disposons de 8 couples de valeurs notés   (xi ; yi). Cet ensemble de données constitue un échantillon aléatoire simple prélevé dans une population (l'ensemble des couples de valeurs correspondant à l'ensemble des faons ainsi alimentés). x1, x2,...,x8 sont 8 valeurs observées de la variable X qui à chaque faon, prélevé au hasard, associe la quantité de concentré qu'il consomme par jour. De même y1, y2,...,y8 sont 8 valeurs observées de la variable aléatoire Y qui, à chaque faon, associe son gain de poids quotidien.


La variable aléatoire Y est appelée variable expliquée. La variable X est appelée variable explicative 

III ) MODELE  LINEAIRE : CONDITIONS

Vérifions que les conditions préalables à l’étude de la régression sont bien remplies. 

SYMBOL 183 \f "Symbol" La variable Y est bien une variable aléatoire. Elle doit être distribuée selon une loi normale. Ici, s’agissant d’un poids, cette hypothèse n’a pas lieu d’être mise en cause.

La variable explicative X est-elle contrôlée ?

Dans l'exemple ci-dessus, comment connaître la quantité de concentré consommée par un animal en liberté ? Nous pouvons supposer que les faons proviennent d'un élevage L'expérimentateur aurait retenu au départ 8 quantités de concentré, puis, pour chacune de ces 8 valeurs xi , il a prélevé au hasard un faon parmi ceux qui consommaient une quantité de concentré égale à  xi. Dans ce cas X est bien une variable contrôlée.


Considérons la population dont on a extrait l'échantillon de 8 couples de valeurs. Pour tout entier i variant de 1 à 8, considérons la variable aléatoire Yi qui, à chaque faon dont la consommation de concentré prend la valeur xi donnée, associe son gain de poids quotidien. Cette variable aléatoire peut aussi être notée :

" Y / X=xi " (Y sachant que X prend la valeur xi) 


On suppose que les 8 variables aléatoires Yi sont indépendantes et que chacune d’elles est distribuée selon une loi Normale de moyenne i dépendante de xi, et d'écart type  constant. Les 8 variables Yi ont donc la même variance. Cela signifie que pour une consommation de concentré donnée, le gain de poids quotidien moyen dépend de cette consommation, tandis que la variance du gain de poids quotidien est constante. Si l'on expliquait ce gain de poids quotidien à l'aide d'une deuxième variable explicative, autre que  la consommation de concentré, la variance de ce gain de poids serait la même. 

IV ) DROITE  DE  REGRESSION


Les conditions précédentes sont vérifiées et la forme du nuage de points permet d'envisager un ajustement affine. Plusieurs méthodes sont possibles.
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Soit Mi le point de coordonnées (xi ,yi) pour i=1,2...,8. On cherche à déterminer les coefficients a et b d'une droite ( D ) telle que la somme des carrés des distances MiPi soit minimale. Selon la méthode, Pi désigne 


SYMBOL 183 \f "Symbol" soit le projeté de Mi sur ( D ) parallèlement à l'axe des ordonnées.


SYMBOL 183 \f "Symbol" soit le projeté de Mi sur ( D ) parallèlement à l'axe des abscisses.


SYMBOL 183 \f "Symbol" soit le projeté orthogonal de Mi sur ( D ). 

Nous retenons la première méthode, la plus habituelle, et nous obtenons :


[image: image1.wmf]a

x

y

n

x

y

x

n

x

ou

encore

a

X

Y

s

X

et

b

y

a

x

i

i

i

=

å

-

å

-

=

=

-

2

²

cov

(

,

)

²

(

)



L'équation de la droite (D) est alors  
[image: image2.wmf]$

y

ax

b

=

+

 où 
[image: image3.wmf]$

y

 désigne une valeur estimée de la variable Y pour une valeur x du facteur X (remarque : la plupart des calculatrices donnent cette équation sous la forme 
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, les coefficients sont donc échangés). 


La droite (D) est appelée droite de régression de Y en X.


Les valeurs ainsi obtenues de a et b sont propres à l'échantillon prélevé. Un autre échantillon, issu de la même population, aurait fourni 8 autres couples (xi ,yi) de valeurs probablement différentes, et donc l’équation d’une autre  droite de régression de Y en X. 


Cela conduit à introduire deux variables aléatoires A et B qui, à chaque échantillon de 8 observations, issu de cette population, associent respectivement la pente a et l'ordonnée à l'origine b de la droite de régression associée. Si l'on pouvait étudier tous les individus de la population et obtenir ainsi tous les couples de valeurs (xi , yi), on pourrait déterminer  la droite de régression de Y en X dont l'équation pourrait s'écrire  
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Les espérances mathématiques respectives des variables aléatoires A et B ont pour valeur : E (A) =   et  E (B) =  

Ce qui signifie qu’en moyenne A prend la valeur  et B la valeur  .

V.).COEFFICIENT DE CORRELATION ET COEFFICIENT DE DETERMINATION


Nous connaissons tous le coefficient de corrélation et son interprétation.
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Dans l'exemple des faons, on obtient  r = 0,96. Ce coefficient est proche de 1, la corrélation linéaire entre X et Y est importante.  

Le coefficient de détermination est égal à r². Que représente t-il ?


Sachant que 
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 , en élevant au carré et en sommant, on démontre que   
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(puisque cet article s'intitule "initiation à la régression ", les démonstrations ne sont pas pour aujourd'hui. Vous les trouverez peut-être dans le prochain bulletin spécial...). 

Rappelons que :
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 est la somme des carrés des écarts totale ou variabilité totale.
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 est la somme des carrés de la régression ou variabilité expliquée.
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  est la somme des carrés des résidus ou variabilité résiduelle ou 









  variabilité inexpliquée.

Soit   variabilité totale =  variabilité expliquée +  variabilité résiduelle.

On démontre aussi que  

 .


Le coefficient de détermination r² mesure la part de la variabilité totale de la variable Y qui est expliquée par le facteur X. Dans l'exemple traité, r² = 0,92 signifie que 92 pour cent de la variabilité du gain de poids quotidien est expliqué par la consommation journalière de concentré. 8 pour cent de cette variabilité restent donc actuellement inexpliqués. (Il faudrait faire intervenir d'autres variables explicatives ce qui conduirait à une régression multiple).

VI ) RESIDUS 







Pour chaque valeur xi de X nous disposons de la valeur yi observée dans l'échantillon et de la valeur  estimée à partir de l'équation 
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 de la droite de régression. 


Le nombre réel  ei = yi - 
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 , différence entre la valeur observée et la valeur estimée est appelé écart résiduel ou plus simplement résidu, associé à la valeur xi. On a donc :

yi = a xi + b + ei   pour i = 1, 2,...8.


Considérons la variable aléatoire  i  qui, à chaque individu de la population, associe l'écart résiduel. On a   .



Pour le modèle linéaire, les 8 variables aléatoires  i  doivent être distribuées selon une loi Normale de moyenne nulle (les points (xi , yi) sont répartis ‘’ d'égale façon ’’ de part et d'autre de la droite de régression) et de même variance égale à ² (variance commune à toutes les variables aléatoires Yi . Voir III).


Reprenons l'exemple des faons et calculons les résidus. :

Une équation de la droite de régression est   
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	xi
	410
	420
	600
	720
	750
	940
	960
	1020

	yi
	22
	38
	40
	50
	48
	76
	72
	80

	yi
	26.675
	27.512
	42.578
	52.622
	55.133
	71.036
	72.71
	77.732

	ei
	-4.675
	10.488
	-2.578
	-2.622
	-7.133
	4.9643
	-0.71
	2.2683


La moyenne des résidus est nulle et la variance s² est égale à 28,3180 

Remarque : les calculs ont été effectués avec les valeurs de a et b non arrondies.

VII ) ANALYSE  DES  RESIDUS ; validation  du  modele


L'hypothèse selon laquelle les résidus sont répartis selon la loi Normale 

N ( 0 ; ) est-elle vérifiée ? Pour chaque valeur xi de X, calculons le résidu réduit défini par 
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  où  
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s

² désigne une estimation de la variance  ² résiduelle (voir VI)



  Dans l'exemple 
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s

²= 37,76. Le calcul des résidus réduits donne :

	xi
	410
	420
	600
	720
	750
	940
	960
	1020

	ui
	-0.76
	1.71
	-0.42
	-0.43
	-1.16
	0.81
	-0.12
	0.37



De façon générale, si les résidus réduits sont distribués selon la loi  

N (0 ; 1), 95 % d'entre eux prennent leur valeur entre  - 1,96  et  1,96  et 99 % entre  - 2,58 et 2,58. Dans l'exemple étudié, tous les résidus réduits sont compris entre  - 1,96 et 1,96, nous pouvons donc accepter l'hypothèse de normalité des résidus. Aucune anomalie n’est à signaler.


Si tel n'avait pas été le cas, le modèle linéaire aurait du être remis en cause, ou bien des données dites suspectes auraient pu être décelées...

Le logiciel EXCEL 5 permet bien sur de faire ces calculs. Vous en avez l’exemple en annexe. Une représentation graphique des résidus peut mettre en évidence :

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h leur répartition aléatoire.

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h leur présence à 95 % dans l'intervalle [ -1,96 ; 1,96 ].

Remarque : Dans le programme D 11 il est prévu de calculer les résidus ei pour chaque valeur xi de X, puis de les représenter graphiquement pour s’assurer de leur répartition aléatoire autour de leur moyenne nulle. Cela permet, dans certains cas, de mettre en évidence un changement de variable plus adéquat. Mais le programme ne prévoit pas de calculer les résidus réduits, ni de juger de leur normalité.

POUR INFORMATION

L'astronome belge A QUETELET (1796-1874) s'est intéressé à la distribution Normale des variables aléatoires Yi. Un peu plus tard, Sir F GALTON (1822-1911) étudia la stature des enfants par rapport à la stature de leurs parents. Le tableau de correspondance ci-dessous met en évidence cette distribution Normale des Yi (et également la distribution normale des variables aléatoires Xi...). Pour une stature donnée des parents, la stature des enfants est visiblement gaussienne.
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EXCEL 5

x : quantité de concentré consommé par jour, exprimée en grammes

y : gain de poids quotidien, exprimé en grammes

x

y

0,0837x - 7,642

résidus

26.675

-4.675000000000001

27.511999999999997

10.488000000000003

42.577999999999996

-2.577999999999996

52.62199999999999

-2.621999999999993

55.132999999999996

-7.132999999999996

71.036

4.963999999999999

72.71000000000001

-0.710000000000008

77.732

2.2680000000000007

   Droite de régression : Y = AX+ B

A

B

0.08370071797455603

-7.64227232648951

Formule : DROITEREG(y;x)

  Tableau de résultats renvoyés par la fonction statistique DROITEREG(y ;x )

  programmée sous forme matricielle.

1°) Sélectionner le groupe de cellules L16C5:L16C6 correspondant aux 

      résultats à calculer 

2°) Programmer la fonction DROITEREG en précisant uniquement les deux

      premiers arguments y ; x où x et y désignent respectivement les blocs de

      cellules L6C2:L13C2 et L6C3:L13C3. Après avoir cliqué sur FIN, 

      appuyer simultanément sur les trois touches CTRL  Maj  Entrée.

     La formule est alors encadrée par des accolades.

Coefficient de corrélation

0.9615995877444685

Formule : COEFFICIENT.CORRELATION(x;y)


_945800074

_947312716

_945766836.unknown

