La fonction logarithme népérien en STAE

I) Un peu d’histoire.

a) Le mot "logarithme" vient du grec logos, raison et arithme, nombre.

Ce mot logarithme signifie « nombre de raisons »; la raison étant la raison d’une suite géométrique.

b) L’idée de départ qui a conduit à la notion de logarithme est la mise en relation de la suite des entiers avec la suite des puissances correspondantes d’un nombre a donné.

1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; ... correspond à a1 ; a2 ; a3 ; a4 ; a5; ..;

On la trouve pour la première fois dans l’Arénaire d’Archimède.

On trouve ensuite la mise en évidence de la propriété par Nicolas Chuquet (transformation des produits en sommes) en 1484.

En 1544, Michael Stifel (1486-1567) étend la notion aux exposants négatifs et fractionnaires. Cette étude trouve son apogée au XVIIe siècle avec en particulier John Napier (Néper).

c) Le mathématicien et théologien John Napier est plus connu sous son nom francisé de Neper. Si Neper est connu à son époque, ce n’est pas grâce aux mathématiques mais plus comme protestant convaincu. Il faut près de vingt ans de réflexion pour permettre à Neper de mettre au point sa découverte des logarithmes. Son approche est cinématique. Il imagine qu’un mobile M part d’un point A et décrit le segment [AB] qu’il choisit de longueur 107 à une vitesse égale à la distance y = MB. Un second mobile N part au même instant de C ; appelant x la distance de C à N, NEPER dit alors que x est le logarithme de y. En fait, ceci donne 

x = ( 107 ln eq \s\do1(\f(y;107))
Plus tard seulement, il remarque que si l’on prend des instants régulièrement répétés, x croit en progression arithmétique et y en progression géométrique. Il publie sa découverte en 1614 et donne une table des logarithmes des sinus d’angles croissant de minute en minute.

Le mathématicien anglais Henry Briggs décèle aussitôt l’importance de cette découverte pour développer de grands calculs ; il se rend en Écosse pour rencontrer Neper et lui suggère son échelle afin de définir ce que l’on appelle les logarithmes en base 10.

Les premières tables de logarithmes décimaux ont été calculées par Henry BRIGGS (Arthmética logarithmica 1624).

d) "Exponentielle" vient du mot latin exponens, exposant, la lettre e est l’initiale du mot exponentielle. Cette lettre e est introduite par le mathématicien Euler en 1928.

· 2,718 281 828 459 045 235 360 est une valeur approchée de e à 10-21 près.

· e est la somme de la série   eq \i\su(n(0;; )\s\do1(\f(1;n!)).

· e est la limite de la suite de terme général  eq \b(1 + \s\do1(\f(1;n)))\s\up9(n).

· L’unique réel ( tel que   eq \i\in(\d\ba2()1;\d\fo1()a; \s\do1(\f(1;t)) dt) = l est le réel e.

· L’unique réel a tel que la fonction 
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 soit égale à sa dérivée est le réel e.

· La transcendance du nombre e a été établie par l’Hermite en 1863.

II) Introduction au logarithme népérien

Prérequis : Les cours sur les primitives, les intégrales et le calcul d’aires doivent avoir été traités.

La fonction f : x |( f(x) =  eq \s\do1(\f(1;x)) est définie et dérivable sur ]0 , + ( [. Elle admet donc des primitives sur cet intervalle. Mais il n’existe pas de fonction rationnelle admettant f comme dérivée. Les primitives de f constituent donc de "nouvelles" fonctions (définies à une constante additive près).

Notons F une de ces primitives et étudions la fonction a définie pour x > 0 par :

a(x) =  eq \i\in(\d\ba2()1;\d\fo1()x; \s\do1(\f(1;t)) dt)   soit  a(x) = F(x) ( F(1).
1) Déterminer aeq \s\up5(')(x).
2) On donne ci-joint la courbe représentative de f dans un repère orthonormal.

a) Préciser la valeur a(1).
b) Interpréter graphiquement a(2). En déduire une valeur approchée de a(2).
Remarque : On pourra utiliser la méthode des trapèzes avec un pas de 0,5.

c) Interpréter graphiquement a(4). Donner une valeur approchée de a(4).
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Remarque : La courbe représentative de la restriction de f à l’intervalle [2 ; 4] se déduit de la courbe de la restriction de f à [1 ; 2] par la composée d’une affinité d’axe (Ox) et de rapport  eq \s\do1(\f(1;2)) et d’une affinité d’axe (Oy) de rapport 2. Le produit des rapports  eq \s\do1(\f(1;2)) ( 2 vaut 1 ce qui permet de justifier l’égalité :  eq \i\in(\d\ba2()1;\d\fo1()2; \s\do1(\f(1;t)) dt) =  eq \i\in(\d\ba2()2;\d\fo1()4; \s\do1(\f(1;t)) dt).

d) La courbe représentative de la fonction f admet dans un repère orthonormal la droite d’équation y = x comme axe de symétrie.

Interpréter graphiquement les deux nombres suivants  eq \i\in(\d\ba2()1;\d\fo1()2; \s\do1(\f(1;t)) dt) et  eq \i\in(\d\ba2()0,5;\d\fo1()1; \s\do1(\f(1;t)) dt).

En déduire l’égalité   eq \i\in(\d\ba2()1;\d\fo1()2; \s\do1(\f(1;t)) dt) =  eq \i\in(\d\ba2()0,5;\d\fo1()1; \s\do1(\f(1;t)) dt).

Remarque : Cette égalité peut également se déduire de la composition des deux affinités précédentes.

En déduire une valeur approchée de aeq \b(\s\do1(\f(1;2))).

3) Que pensez vous des écritures a(0) ? a(-1) ?
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III) Définition

1) Logarithme népérien

La fonction précédente x |(  eq \i\in(\d\ba2()1;\d\fo1()x; \s\do1(\f(1;t)) dt), définie sur ]0 ; + ([, est appelée fonction logarithme népérien . Cette fonction est notée ln.

Par définition la fonction ln est la primitive de la fonction f définie sur ]0 ;  + ([ par f(x) =  eq \s\do1(\f(1;x)) qui s’annule pour x = 1.

On a donc : 
ln 1 = 0 

ln x n’est définie que pour x > 0


Si g(x) = ln x  alors g'(x) =  eq \s\do1(\f(1;x))
A l’aide de votre calculatrice retrouver une valeur approchée de ln 2, ln 4 et lneq \b(\s\do1(\f(1;2))).
2) Dérivée

Déterminer la dérivée de la fonction h définie par h(x) = ln(ax + b).
IV) Etude de la fonction ln et courbe représentative

Dans ce paragraphe, on étudiera les variations de la fonction ln, on tracera la courbe représentative et les tangentes aux points d’abscisse 1 et e. L’objectif étant de permettre aux élèves de s’approprier cette nouvelle fonction et d’introduire le nombre e.
V) Une propriété importante

Pour tous réels a et b strictement positifs on a :


ln(ab) = ln(a) + ln(b)
Démonstration :

Considérons, pour a > 0 la fonction définie sur ]0 , + ([ par g(x) = ln(ax).
Alors 
g'(x) =  eq \s\do1(\f(a;ax))  soit g'(x) =  eq \s\do1(\f(1;x)).

Donc g est une primitive sur ]0 , + ([ de la fonction x |(  eq \s\do1(\f(1;x)) ; il existe donc un réel k tel que pour tout x > 0, on a ln(ax) = ln (x) + k.
Pour x = 1, il vient  ln(a) = ln(1) + k soit  ln(a) = k   puisque ln(1) = 0, 

Pour tout x > 0, ln(ax) = ln(x) + ln(a) d’où : ln(ab) = ln(a) + ln(b).
Quelques exercices pour vérifier les connaissances sur
la fonction logarithme népérien.

Exercice 1

Répondre par Vrai ou Faux 

	
	Vrai
	Faux

	ln 2 et lneq \b(\s\do1(\f(1;2))) sont deux nombres inverses.
	
	

	ln(x) est un nombre positif pour tout réel x strictement positif
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L’aire de la surface hachurée est lneq \b(\s\do1(\f(4;3))) (unités d'aire).


	
	

	L’équation  ln(x) = 10 000  n’admet pas de solution.
	
	

	L’équation  ln(x) = ( 10  admet une solution.
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(D)


La droite (D) parallèle à l’axe des abscisses est asymptote à la courbe d’équation  y = ln(x).

	
	

	e est un nombre rationnel
	
	

	Soient les fonctions g et h définies par  g(x) = ln(3x) et h(x) = ln(5x).

On a  g’(x) = h’(x).


	
	


Exercice 2

Dans chacun des cas suivants, entourer la (ou les) bonne(s) réponse(s).

1) ln(9) ( ln(6) est égal à :
ln eq \b(\s\do1(\f(2;3)))
ln eq \b(\s\do1(\f(3;2)))
ln(3)
ln(9,6)
 eq \s\do1(\f(ln(9);ln(6)))
2) ln(7) + ln(3) est égal à :
ln(10)
ln eq \b(\s\do1(\f(7;3)))
ln(21)
3) Le coefficient directeur de la tangente à (C) au point d’abscisse 3 est égal à :


e
3
 (  eq \s\do1(\f(1;3))
 eq \s\do1(\f(1;3))
0,3
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4) Soit la fonction k définie par  k(x) = ln(3x+1).
On a :
k'(x) =  eq \s\do1(\f(1;3x + 1)) 
k'(x) =  eq \s\do1(\f(3;3x + 1)) 
k'(x) =  eq \s\do1(\f(3;x))

y = � eq \s\do1(\f(1;x))�











y = x





Isocèle – rectangle… et en suite ?
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