A PROPOS DES ESTIMATEURS

L’objet de cet article est de décrire une séance de travaux dirigés en classe de BTSA ACSE sur l’introduction des estimateurs et des distributions d’échantillonnage. La séance a duré deux heures et les étudiants avaient une feuille sur laquelle figuraient les données et les consignes.

La notion d’estimateur et celle de distribution d’échantillonnage sont des notions difficiles à la fois pour nous enseignants et surtout pour nos étudiants.

PRÉLIMINAIRES :

D’abord il faut admettre que l’analyse de tous les individus d’une population peut s’avérer difficile, voire impossible. Parmi nos étudiants se trouvent des chasseurs qui comprennent très bien que pour vérifier que des cartouches sont "bonnes", il ne s’agit pas de les essayer toutes. D’où la nécessité de prélever un (ou des) échantillon(s).

On peut alors donner quelques définitions.

Une enquête consistant à étudier tous les individus d’une population s’appelle un recensement (ou enquête exhaustive) et une enquête ne portant que sur une partie de la population s’appelle une enquête par sondage (ou plus simplement un sondage). La partie de la population étudiée s’appelle échantillon.

La question qui se pose est : que faut-il prendre comme échantillon ? Dans la classe, les réponses fusent : 

Il faut qu’il soit représentatif ! Il faut en prendre beaucoup.

On laisse cette question de côté (pour une autre séance).

Dans un premier temps, il est bon aussi de familiariser les étudiants avec l’idée d’inférence.

On peut leur faire comprendre qu’il existe au moins deux types d’induction statistique. D’une part l’estimation et d’autre part les tests.

En simplifiant, on peut dire que l’estimation consiste, à partir d’un échantillon, à estimer un (ou plusieurs) paramètre(s) de la population et que pour un test, il s’agit d’accepter ou de rejeter une hypothèse au vu des résultats d’un échantillon.

DESCRIPTION DE LA SÉANCE FAITE EN CLASSE :

En premier lieu, on fait remarquer que si la population est de petite taille, il faut étudier toute la population (si cela est possible) plutôt que de procéder par sondage.

Toutefois, pour essayer de comprendre ce qui se passe, nous étudierons une population de petite taille et nous prélèverons tous les échantillons possibles.

Considérons la population suivante : les individus sont Alice (notée A), Boris (noté B) Clément (noté C) et David (noté D). Le caractère étudié est la somme d’argent dont chacun dispose. Alice possède 25 F, Boris 30 F, Clément 28 F et David 17 F. Pour la population, la moyenne est de 25 F et la variance est 24,5.

On décide de prélever tous les échantillons de taille 2 (prélèvements successifs avec remise).

Combien y a-t-il d’échantillons ?
Construire un tableau dans lequel vous indiquerez tous les échantillons (AB signifie Alice - Boris) ainsi que la moyenne et la variance de chaque échantillon.

Une fois les calculs faits, on place sur un axe les moyennes obtenues pour chaque échantillon et on place aussi (avec une autre couleur) la moyenne de la population. On vérifie, par le calcul, que la moyenne des moyennes de tous les échantillons est égale à la moyenne de la population.

Pour faire un parallèle avec le tir à l’arc, en moyenne on tire juste.

On en conclut que pour estimer la moyenne de la population, on peut prendre la moyenne obtenu sur l’échantillon prélevé. Cette valeur ne donnera pas la valeur de la moyenne de la population, mais en moyenne...

Question :

Y aurait-il d’autres façons d’estimer la moyenne de la population ?

En général suit un long silence.

On peut alors leur soumettre l’exemple suivant : dans une population de grande taille (par exemple les français de 18 ans avec comme variable étudiée la taille) on prélève des échantillons de 10 individus, comment estimer la moyenne de la population ?

Les étudiants proposent alors des solutions, par exemple : 

( Faire la moyenne du plus grand et du plus petit (c’est un peu la technique qu’ils connaissent en climatologie, la température moyenne d’une journée, c’est la température maximale plus la température minimale divisée par 2).

( Enlever la valeur la plus petite et la valeur la plus grande et faire la moyenne des 8 valeurs restantes. (c’est un peu la technique utilisée pour les calculs d’index laitier ou viande).

( Prendre la médiane.

( On peut leur  proposer de prendre le premier (la première impression est toujours la bonne) ou le dernier (c’est le dernier qui cause qui à raison). Les étudiants sentent qu’il y a un problème mais sans arriver à formuler pourquoi.

( On peut aussi leur proposer de prendre toujours le plus grand (ou le plus petit). Cette solution est vite rejetée car elle ne tire pas juste ; si on prend toujours le plus grand, en moyenne, on n’aura pas la moyenne de la population.

Quelle méthode choisir ?

On laisse les questions en suspend et on passe à la variance.

On place sur un axe les variances obtenues pour chaque échantillon et on place aussi (avec une autre couleur) la variance de la population.

On constate, par le calcul, que la moyenne des variances des échantillons n'est pas égale à la variance de la population. En moyenne, on tire à coté ; on dit qu'il y a un biais.

On retiendra que pour estimer un paramètre de la population, prendre le paramètre correspondant de l’échantillon n’est pas toujours la bonne méthode.

On ne prendra pas la variance de l'échantillon pour estimer la variance de la population. Pour tenir compte du biais, il faudra procéder à une correction.

Comment faut il faire ?

Assez vite, les étudiants proposent, pour corriger le tir, de ramener la moyenne des variances sur la variance de la population en multipliant toutes les variances des échantillons par un certain coefficient. Leurs faire déterminer ce coefficient ne présente pas d’intérêt (ici la population est de petite taille et cela ne correspond pas aux problèmes qu’ils rencontreront par la suite).

OÙ L’ON PARLE DES ESTIMATEURS...

On revient au cas de la moyenne. Pour estimer la moyenne de la population, on avait plusieurs estimateurs (un estimateur est une fonction qui à chaque échantillon associe un réel. Pour illustrer cela, on peut reprendre les différents estimateurs proposés précédemment). Parmi tous ces estimateurs, on ne retient que ceux qui tirent juste, c’est à dire ceux dont la moyenne est la moyenne de la population. 

Un estimateur qui tire juste, est appelé estimateur non biaisé.

Parmi ceux qui restent, lequel va-t-on retenir ?

Résumons : on a 16 échantillons de taille 2, pour chaque estimateur, on obtient donc une série de 16 valeurs qui peuvent être égales (pour chaque échantillon, on obtient un réel) Ces valeurs constituent ce que l’on appelle la distribution d’échantillonnage de l’estimateur. C’est une série statistique. L’estimateur ayant été pris non biaisé, la moyenne de cette série est la moyenne de la population. On peut en calculer la variance.

Parmi tous les estimateurs possibles, on décide de retenir celui dont la variance est la plus petite. Au nom du principe que plus la variance sera petite, plus la dispersion autour de la vraie valeur (c’est à dire celle de la population) sera faible.

Un transparent sur lequel figurent tous les échantillons, la valeur correspondante des estimateurs et le calcul à la fois des moyennes et des variances des estimateurs permet à la fois de les convaincre et de leur éviter de faire les calculs.

L’estimateur retenu pour estimer la moyenne de la population sera celui qui à chaque échantillon associe la moyenne de cet échantillon. On le note habituellement 

.

L’estimateur retenu pour estimer la variance de la population sera celui qui à chaque échantillon associe la somme des carrés des écarts à la moyenne divisée par n-1. On le note habituellement 

.

Pour un échantillon (x1, x2, ..., xn), la valeur de 

 est 

 et la valeur de 

 est 

 .

On admet comme résultat de cours que si on considère une population de grande taille et un caractère quantitatif, dont la moyenne et la variance sont inconnues, alors si l’on prélève un échantillon de taille n, on a le résultat suivant :

Une estimation ponctuelle de la moyenne de la population est donnée par la moyenne de l'échantillon.

Une estimation ponctuelle de la variance de la population est donnée par la variance de l'échantillon multipliée par 

.

Le terme estimation ponctuelle peut être justifié en disant que c’est la valeur pour cet échantillon de l’estimateur (pour eux, f(x) est la valeur de la fonction f au point x ici f est l’estimateur et x l’échantillon).

Dans cette séance de travaux dirigés, on n’a pas répondu à la première question sur les échantillons (représentativité, taille...), mais cela sera pour autre fois...
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S. AUDRAIN  « le choix d’un échantillon » dans Tangente N°27 1992

REMARQUE :

Il n’est pas question en BTSA de faire une théorie des estimateurs, mais plutôt de faire comprendre ce qu’est un estimateur et quels sont les estimateurs que l’on va utiliser. Pour un spécialiste des estimateurs, certaines phrases sont réductrices, mais cela semble inévitable auprès de nos étudiants.

_=_=_=_=_=_=_=_

MIEUX VAUT EN RIRE 2
Marc TWAIN (l’humoriste américain du début du siècle) écrivait: « En l'espace de 176 ans, le Mississippi s'est raccourci de 242 miles, cela fait une moyenne d'un mile 1/3 par an. D'où il résulte, pour toute personne de bon sens et non aveugle, que, lors de la période silurienne, il y aura un million d'années en novembre prochain, le Mississippi avait environ un million trois cent mille miles de longueur (...) Et par le même raisonnement n'importe qui peut se rendre compte que dans 742 ans, le Mississippi n'aura qu'un mile 3/4 de long ».
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