CAPESA interne 1996  -  2ème épreuve

Nous présentons ci-dessous des propositions de corrigés des exercices 3, 4 et 5.

Exercice 3 : Probabilité conditionnelle

Dans une usine trois machines, notées respectivement M1, M2 et M3, fabriquent des pièces d’un même type. Chacune de ces pièces est fabriquée par une seule machine. En moyenne, les pourcentages de pièces défectueuses fabriquées sont de 0,4% pour M1, 0,6% pour M2 et 0,5% pour M3. Dans une livraison de 1000 pièces, 400 proviennent de M1, 350 de M2 et 250 de M3.

L’expérience consiste à choisir au hasard une pièce parmi ces 1000 et à vérifier qu’elle n’est pas défectueuse.

1°) Représenter à l’aide d’un arbre ou d’un tableau toutes les données relatives à la description de cette expérience.

2°) Calculer la probabilité que la pièce prélevée soit défectueuse.

3°) La pièce prélevée est défectueuse. Calculer la probabilité qu’elle provienne de la fabrication par M1 ou M3.

Proposition de corrigé

1°) Représentons les données relatives à la description de l'expérience

a) Tableau :

Vous trouverez une proposition de tableau dans le courrier des lecteurs.

b) Arbre :

Considérons les événements suivants :

D : "la pièce prélevée est défectueuse" et Mi : "la pièce prélevée a été fabriquée par la machine Mi"

L'univers ( associé à l'expérience envisagée est l'ensemble des 1000 pièces faisant partie de la livraison.

Notons 

 l'événement contraire de l'événement D.

	
(
	M1
            0,40
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0,005                





	



A chaque étage de l’arbre, les événements forment une partition de l’univers (, à condition que toutes les branches soient placées.

2°) Calculons la probabilité que la pièce prélevée soit défectueuse
Les événements Mi constituent un système complet d'événements donc,




La probabilité que la pièce prélevée soit défectueuse est égale à 0,00495.
3°) Calculons la probabilité que la pièce défectueuse prélevée provienne de la fabrication par M1 ou M3
Il s'agit de calculer la probabilité conditionnelle 


Les événements M1 et M3 sont incompatibles donc :




La probabilité que la pièce défectueuse prélevée provienne de la fabrication par M1 ou M3 est égale à 19/33.

Exercice 4 : Test statistique relatif à une loi discrète


Soit m et n deux entiers naturels tels que 

. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles continues.


On désire tester l’hypothèse « X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de même distribution de probabilité ». 

Sous cette hypothèse, la probabilité que X - Y prenne une valeur strictement positive est égale à la probabilité que X - Y prenne une valeur strictement négative.

L’expérience envisagée conduit à la prise en compte de n différences non nulles 

, pour 

, valeurs de la variable aléatoire X - Y.

Soit Z la variable aléatoire qui, à chaque expérience, prend pour valeur le nombre de différences 

, pour 

, strictement positives. On note ( la probabilité que Z prenne une valeur strictement supérieure à m. L’hypothèse est à rejeter lorsque Z prend une valeur strictement supérieure à m.

On admet que la probabilité que X - Y prenne la valeur 0 est nulle.


1°) Calculer ( en fonction de m et n.


2°) On fixe ( = 0,05.



a) Calculer m pour n = 10 et rédiger la règle de décision pour le test envisagé.



b) On souhaite établir un algorithme de calcul de m en fonction de n.




b1) Rédiger cet algorithme d’abord en langage courant puis dans le langage de programmation de votre calculatrice (préciser la marque et le modèle).




b2) Programmer cet algorithme sur votre calculatrice et donner les valeurs de m correspondant aux valeurs suivantes de n : 15, 20, 25, 30.



c) Peut-on envisager une autre méthode de calcul de m lorsque n = 900 ?

Proposition de corrigé

Sous l'hypothèse à tester, on a :  prob(X - Y > 0) = prob(X - Y < 0).

Puisque l'on ne s'intéresse qu'aux valeurs possibles de X - Y non nulles, on a :

prob(X - Y > 0) = prob(X - Y < 0)= 0,5

Z est la variable aléatoire qui, à chaque expérience, prend pour valeur le nombre de différences di = xi - yi strictement positives.

La loi de probabilité de Z est la loi binomiale B(n;0,5).

Pour tout entier k, 

, 


1°) Calculons ( en fonction de m et n
( = prob(Z > m) ; m est un entier tel que  

.



  soit  


2°) Calculons m pour n = 10 et rédigeons la règle de décision
On a   

  soit  


Or,  


D'où,  


	


	Donc m + 1 = 9       d'où
	m = 8
	


Règle de décision : 

Si Z ( 8 alors on accepte l'hypothèse
Si Z > 8 alors on refuse l'hypothèse au risque 0,05.

b1) Rédigeons un algorithme de calcul de m 
L'entier naturel m vérifie : 


	Langage courant
	Langage CASIO 8800 GC

	1. Début

2. Entrer n

3. Calculer A  ((  0,05 x 2n
4. S  ((  0

5. m  ((  n + 1

6. Tant que  S ( A

faire

m  ((  m ( 1

S (( S + 


fin faire

7. Afficher m

8. Fin
	"N=" ? ( N
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0 ( S : N + 1 ( M
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S + (N!((M! ((N(M)!)) ( S
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b2) Donnons les valeurs de m correspondant aux valeurs de n indiquées

	
	
	n
	15
	20
	25
	30
	
	

	
	
	m
	11
	14
	17
	19
	
	


c) Présentons une autre méthode de calcul de m lorsque n = 900
E(Z) = 0,5n, soit E(Z) = 450  et  ((Z) = 

, soit ((Z) = 15.

Dans le cas n = 900, la loi de probabilité de Z peut être approchée par la loi normale de moyenne 450 et d’écart-type 15 avec correction de continuité. Soit R une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi normale N(450 ; 15). La loi de probabilité de la variable 

 est donc la loi normale N(0;1).

On cherche l’entier m tel que prob(Z > m) = 0,05

En appliquant la correction de continuité on a : prob(Z > m) = prob(R > m + 0,5)

prob(R > m + 0,5) = 


On cherche donc l’entier m tel que 

= 0,05

Or prob(U > 1,645) = 0,05  donc   


On obtient  m = 474,175

Nous avons donc prob(Z > 474,175) = 0,05

La fonction de répartition étant strictement croissante on a :

prob(Z > 474) > 0,05  et prob(Z > 475) < 0,05

L’entier m est donc égal à 475.

Exercice 5 : Mise en place d’une séquence pédagogique

Un vendeur de journaux souhaite, pour un journal donné, analyser ses ventes. Un exemplaire de ce journal, acheté 3 francs à l’éditeur, est vendu 6 francs. Chaque exemplaire invendu est repris 1,20 franc.

Pour analyser le profit quotidien de son négoce, le vendeur de journaux comptabilise ses achats et la demande par paquets de 10 exemplaires. Pour cela, il calcule le gain ou la perte lorsqu’il achète 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60 exemplaires. La demande quotidienne ne dépasse jamais 60 exemplaires. Il est capable de faire une statistique sur cette demande dans une période suffisamment grande et, aidé par un de ses amis étudiants, il en déduit la loi de probabilité suivante :

	Exemplaires demandés quotidiennement
	0
	10
	20
	30
	40
	50
	60

	Probabilité de cette demande
	0,05
	0,05
	0,05
	0,10
	0,25
	0,30
	0,20


Construire, à partir de ce qui précède, une séance de travaux dirigés :

- en mettant en évidence les différents gains et pertes possibles, les gains espérés,

- en indiquant le gain maximal espéré.

Proposition de corrigé

Il s'agit, à partir de l'énoncé de l'exercice, de présenter une séance de travaux dirigés.

On peut, par exemple, proposer aux étudiants de B.T.S.A. l'exercice suivant :

Exercice :


Un vendeur de journaux souhaite, pour un journal donné, analyser ses ventes. Un exemplaire de ce journal, acheté 3 francs à l’éditeur, est vendu 6 francs. Chaque exemplaire invendu est repris 1,20 franc.

Le vendeur de journaux comptabilise ses achats et la demande par paquets de 10 exemplaires. Pour cela, il calcule le gain ou la perte lorsqu’il achète 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60 exemplaires.

La demande quotidienne ne dépasse jamais 60 exemplaires. La loi de probabilité de cette demande est la suivante :

	Exemplaires demandés quotidiennement
	0
	10
	20
	30
	40
	50
	60

	Probabilité de cette demande
	0,05
	0,05
	0,05
	0,10
	0,25
	0,30
	0,20


On note I l'ensemble {0, 10, 20, 30, 40, 50, 60}. Soit i un élément de I. On désigne par Xi la variable aléatoire qui, pour i exemplaires du journal mis en vente et pour chaque demande quotidienne, prend pour valeur le gain ou la perte réalisé par le vendeur.

Nota : le nombre d'exemplaires du journal demandés peut être supérieur au nombre d'exemplaires vendus.


1°) Quelle est, pour un même nombre d'exemplaires du journal vendus, la perte du gain du vendeur lorsqu'il est mis en vente 10 exemplaires supplémentaires du journal ?


2°) Quelle est, pour un même nombre d'exemplaires du journal mis en vente, l'augmentation du gain du vendeur lorsqu'il est vendu 10 exemplaires supplémentaires ?


3°) Déterminer, en fonction du nombre d'exemplaires du journal mis en vente, les gains ou pertes possibles.


4°) Définir la loi de probabilité de la variable aléatoire Xi pour tout élément ide I.


5°) Calculer, en fonction du nombre d'exemplaires du journal mis en vente, les gains espérés. Quel est le gain maximal espéré ?

Proposition de solution :

1°) Calculons la perte du gain du vendeur lorsqu'il est mis en vente 10 exemplaires supplémentaires du journal
Soit i un élément de I. Pour i exemplaires du journal mis en vente et pour aucun exemplaire demandé la valeur de Xi est (-3)i + 1,2i  soit   -1,8i.

Par suite, pour un même nombre d'exemplaires du journal vendus, la perte du gain du vendeur est égale à 18 F lorsqu'il est mis en vente 10 exemplaires supplémentaires.

Les valeurs possibles de ces pertes de gain sont en progression arithmétique de raison -18.

2°) Calculons l'augmentation du gain du vendeur lorsqu'il est vendu 10 exemplaires supplémentaires
Pour un même nombre d'exemplaires du journal mis en vente, le gain du vendeur augmente de 10((6 ( 1,2)   soit   48 F  lorsque le vendeur vend 10 exemplaires supplémentaires.

Pour i exemplaires du journal mis en vente, les valeurs possibles de Xi sont inférieures ou égales à (6 - 3)i  soit  3i. Elles sont en progression arithmétique de raison 48.

3°) Déterminons, en fonction du nombre d'exemplaires du journal mis en vente, les gains ou pertes possibles
Les gains ou pertes possibles sont présentés dans le tableau ci-dessous :

Ces valeurs sont les valeurs possibles des variables aléatoires Xi, i étant un élément de I.

	
	
	
	Exemplaires vendus
	

	
	
	
	0
	10
	20
	30
	40
	50
	60
	

	
	
	0
	0
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	10
	-18
	30
	
	
	
	
	
	

	
	
	20
	-36
	12
	60
	
	
	
	
	

	
	
	30
	-54
	-6
	42
	90
	
	
	
	

	
	
	40
	-72
	-24
	24
	72
	120
	
	
	

	
	
	50
	-90
	-42
	6
	54
	102
	150
	
	

	
	
	60
	-108
	-60
	-12
	36
	84
	132
	180
	


4°) et 5°) Définissons la loi de probabilité de la variable aléatoire Xi pour tout élément i de I et calculons les gains espérés

	Exemplaires demandés quotidiennement
	0
	10
	20
	30
	40
	50
	60
	Gain

	Probabilité de cette demande
	0,05
	0,05
	0,05
	0,10
	0,25
	0,30
	0,20
	espéré

E(Xi)

	
	0
	X0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	10
	X10
	-18
	30
	30
	30
	30
	30
	30
	27,6

	
	20
	X20
	-36
	12
	60
	60
	60
	60
	60
	52,8

	
	30
	X30
	-54
	-6
	42
	90
	90
	90
	90
	75,6

	
	40
	X40
	-72
	-24
	24
	72
	120
	120
	120
	93,6

	
	50
	X50
	-90
	-42
	6
	54
	102
	150
	150
	99,6

	
	60
	X60
	-108
	-60
	-12
	36
	84
	132
	180
	91,2


Le gain quotidien maximal espéré est égal à 99,6 F.
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