A propos de la COURBE D'EFFICACITE

Exemple 1 :

Une machine automatique remplit des paquets de semences. On considère que la variable aléatoire masse d'un de ces paquets est distribuée normalement et a un écart type constant égal à 0,25g. Soit  la masse moyenne d'un paquet de la production.

Quand la machine est bien réglée,  est égale à 30,1g, valeur de référence.

Mais parfois la machine se dérègle. Dans ce cas, la masse moyenne de la production est supérieure à 30,1g. Le test consiste à vérifier que la machine est réglée sur la bonne moyenne.


On formule donc les hypothèses suivantes :

Hypothèse initiale 
H0 : "= 30,1 " (La machine est bien réglée)

Hypothèse alternative
H1 : "30,1 " (La machine est déréglée).


On prélève au hasard, dans cette production, un échantillon de 50 sachets (type Echantillon Aléatoire Simple).

Soit 

 la variable aléatoire qui, à chaque échantillon de 50 éléments, associe la masse moyenne de cet échantillon.


On fixe la règle de décision suivante :



si 

 < 30,14g , on accepte H0


si 

 > 30,14g , on refuse H0

Nous allons nous intéresser aux risques de première espèce et de deuxième espèce associés à ce plan de contrôle.

Les hypothèses ont été posées ci dessus.

Le modèle : Par hypothèse, la variable X est distribuée normalement donc la distribution de 

 est normale. La variable U définie par 

 est normale centrée réduite.


1) Calculons alors la probabilité de rejeter H0 dans le cas où H0 est vraie (risque ).

Si H0 est vraie, alors 


D' où :






En pratiquant régulièrement ce contrôle, dans environ 13 cas sur 100, nous rejetterons H0 alors que H0 est vraie.

2) Calculons maintenant la probabilité d'accepter H0 dans le cas où H0 est fausse (risque ).

Si H1 est vraie,  est supérieure à 30,1. C' est la seule information dont nous disposons, nous ignorons sa valeur exacte. A priori,  peut prendre toute valeur de l'intervalle ] 30,1 ;+ [.

 est fonction de  puisque 


 est fonction du degré de fausseté de H0.


Nous pouvons calculer quelques valeurs de  en donnant à  des valeurs arbitraires choisies dans l'intervalle précédent.

exemple : 
si  = 30,12 alors  = prob(U < 0,57) = 0,7157.



si  = 30,14 alors  = prob(U < 0) = 0,50.



si  = 30,15 alors  = prob(U < -0,28) = 1 - 0,6103 = 0,3897



si  = 30,20 alors  = prob(U < -1,70) = 1 - 0,9554 = 0,0446



si  = 30,25 alors  = prob(U < -3,11) = 1 - 0,9991 = 0,0009


Interprétation : si  = 30,15 (la machine est déréglée), 39 fois sur 100 nous considérerons qu’elle est bien réglée, puisque nous accepterons H0.

En donnant ainsi différentes valeurs à  nous pouvons tracer point par point la courbe représentative de la fonction qui à  associe la valeur de . Cette courbe est appelée courbe d'efficacité du contrôle. Elle donne la probabilité de ne pas voir un dérèglage de la machine quand ce déréglage existe. Vous pouvez remarquer que plus ce déréglage est important, moins on risque de ne pas le déceler, ce qui est rassurant !





Remarque : Lorsque  = 30,1 la probabilité de refuser H0 est  qui vaut environ 0,13. Donc la probabilité d'accepter H0 est, dans ce cas, 1 - soit environ 0,87.


A partir de ce graphique, il est possible d'estimer la probabilité d'accepter H0 pour une valeur de  donnée.


Les propos ci dessus étaient orientés vers la courbe d'efficacité. Cependant ce type de contrôle amène d'autres questions.


Comment a-t-on défini la règle de décision ? Est-elle arbitraire ?

Non, bien sûr. On peut, par exemple se fixer la taille de l'échantillon (n = 50), risque de première espèce ( = 0,05) et déterminer alors cette règle :

Sous H0 :  = 30,1 donc 





Pour un risque de 0,05 et un échantillon de taille 50, nous déciderons que :



si 

< 30,16g, on accepte H0


si 

 > 30,16g, on accepte H1

Autre réflexion : Avec la règle de décision initiale, quelle doit être la taille de l'échantillon si on retient un risque de première espèce égal à 0,05 ?

Le raisonnement est analogue. On a, sous H0 :





Avec la règle de décision initiale et un risque  de 0,05, il faut effectuer le contrôle en prélevant des échantillons de 106 sachets.


Pour chacun de ces deux plans de contrôle, le calcul du risque de deuxième espèce est à refaire. Mais n'est-ce pas là un bon entraînement et surtout un grand plaisir ? Bon courage et à bientôt dans le prochain bulletin du GRES...

Exemple 2 : (pour s’entrainer)


Une fabrication contient une proportion  d'éléments non conformes. On prélève dans cette fabrication un échantillon aléatoire simple de 200 éléments. Soit F la variable aléatoire qui à chaque échantillon de 200 éléments, associe la proportion d'éléments non conformes.

On suppose que  est égale à 3%. On veut mettre en place un test qui permet de vérifier cette hypothèse.


1 ) Déterminer une règle de décision, pour un risque de première espèce de 5%.


2 ) Déterminer alors le risque de deuxième espèce associé à cette règle. On envisagera plusieurs valeurs de  , telles que 4%, 5%, 6%, 7%,...


3 ) Construire la courbe d'efficacité de ce contrôle.
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