DONNER VIE AUX FONCTIONS (suite)

Résumé du chapitre précédent : 

Les programmes mais aussi les sujets d'examen incitent à illustrer la notion de fonction en exploitant des situations issues de la géométrie.

A travers un exemple et quelques figures pseudo-animées, la première partie de cet article
 suggérait l'utilisation d'un logiciel de géométrie pour rendre plus vivante cette notion de fonction.

Introduction 

Les logiciels de construction géométrique permettent la réalisation de figures géométriques "déformables". Par le simple déplacement d'un des éléments constitutifs de la figure (un point, une droite, un cercle...), on obtient ainsi non pas UNE figure conforme aux données d'un énoncé mais 10, 100, 1000 (!)... constructions répondant aux hypothèses du problème.

L'élément déplacé peut être lié à un autre élément : le point se déplace sur une droite ou un cercle, la droite se déplace en restant perpendiculaire à une autre...

On peut bien sûr fixer certains éléments et ne laisser mobiles que certains autres.

Prenons un exemple (le petit dessin est fourni avec !)

Sur un trapèze volant !

Pour coller à l'actualité, voici un extrait du sujet du BEPA 98 
 :

	ABCD est un trapèze rectangle tel que AB=5cm, AD=3cm, BC=4cm.

Soit M un point quelconque du segment [AB]. On note x la longueur AM 

 .

[...]
Partie C :

1- On désigne par f(x) et g(x) les aires respectives des triangles AMD et BMC, exprimées en centimètres carrés. Montrez que f(x) et g(x) s'expriment en fonction de x par : 
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f(x) = 1,5 x  et  g(x) = - 2x + 10 avec x élément de l'intervalle [0 ; 5] .

2- Dans le plan rapporté à un repère orthogonal, construire les représentations graphiques Cf et Cg des fonctions f et g . On prendra comme unités graphiques : 2 cm en abscisses et 1 cm en ordonnées.

3- Déterminer algébriquement et graphiquement les valeurs de x pour lesquelles l'aire du triangle AMD est supérieure ou égale à celle du triangle BMC .


Pas question ici de traiter cette partie d'exercice, tout au moins sous la forme classique attendue des élèves de BEPA. Il s'agit d'expliquer comment :

· générer la figure de référence avec un logiciel de construction géométrique
,

· déformer la figure obtenue en déplaçant le point M sur le segment [AB] et voir les conséquences qui en résultent en particulier pour les aires des triangles AMD et BMC

· obtenir un repère sur le même écran que la figure

· et enfin tracer la représentation graphique des fonctions f et g sans avoir recours aux définitions algébriques de ces fonctions.

Premier objectif : reproduire la figure de l'énoncé 
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Quel que soit le logiciel utilisé, on trouve classiquement 
 autour d'une zone de travail, une barre de menus et une barre d'outils. En "cliquant" 
 avec la souris, on sélectionne et on active la commande ou l'outil dont on a besoin.

Construire le segment [AB].
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Par exemple, en activant l'outil "Point", on positionne par un simple "clic", un premier point là où a été placé le curseur de la souris ; puis un deuxième, un peu plus loin, en déplaçant le curseur et en cliquant à nouveau. La commande "Nommer" permet de donner un nom à ces points ; les lettres A et B s'inscrivent à coté des points.
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A partir de ces 2 "objets" élémentaires que sont les points, on crée un nouvel "objet", le segment [AB] en activant l'outil "Segment" et en pointant au moyen de la souris, les deux extrémités du dit segment. Désormais le segment existe ! 

Déformer la figure, pour rendre le segment horizontal est un jeu d'enfant : cliquer sur le point A (par exemple) puis en maintenant le bouton gauche enfoncé, déplacer la souris ; ce faisant, on déplace le point A et consécutivement on "déforme" le segment [AB].

Du segment [AB] au trapèze ABCD.

L'outil "Droite perpendiculaire" permet de construire aux extrémités du segment [AB], les droites V1 et V2 perpendiculaires au dit segment et passant respectivement par A et par B.

On place (outil "Point sur objet") le point D sur V2 et le point C sur V1. Créer alors le segment [CD] puis définir les segments [AD] et [BC] !
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Le trapèze ABCD existe. Il convient de lui donner les dimensions de l'énoncé. L'outil "Distance & longueur" permet d'afficher les longueurs des segments. On peut ainsi en déplaçant les points B, C et D donner à chacun des segments la dimension voulue.
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On peut maintenant "Masquer" les mesures et certains traits désormais inutiles tels que les droites V1 et V2 dont seuls restent visibles les segments [AD] et [BC].

Compléter la figure et faire varier la position du point M mobile

L'outil "Point sur objet" pour mettre le point M sur le segment [AB] puis l'outil "Segment" pour définir les segments [DM] et [CM] suffisent pour achever la figure.

On peut maintenant en déplaçant le point M entre les extrémités A et B du segment [AB] auquel il est lié, observer les variations des aires des triangles AMD et BMC.
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Le travail à faire pour obtenir une figure aussi simple, peut sembler bien complexe à qui lit ce qui précède. Mais chacun sait qu'il est souvent plus long de décrire ce que l'on fait, que de faire ce que l'on décrit. La réalisation de cette figure se fait à l'écran aussi vite que sur le papier dès lors que le réalisateur s'est un peu familiarisé avec les outils du logiciel.

Deuxième objectif : représenter graphiquement des fonctions traduisant les variations de certaines grandeurs de la figure.
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D'abord se repérer...

Les logiciels actuels de construction géométrique proposent un système d'axes prêt à l'emploi (outil "Montrer les axes") dont les parties négatives peuvent s'avérer encombrantes dans un contexte... géométrique où les longueurs, les aires étudiés prennent rarement des valeurs négatives !

La construction d'un repère plus "adapté" ne présente aucune difficulté : 2 demi-droites Ox et Oy perpendiculaires ; 2 points I et J sur ces demi-droites, définissant 2 segments [OI] et [OJ] de longueur unitaire. Ce repère est bien sûr construit à coté de la figure géométrique dont on veut étudier les variations.

Ensuite savoir garder ses distances...

L'idée est simple : un point M se déplace par rapport à un point fixe A ; la longueur x du segment [AM] varie. Le "report de longueur" permet de déplacer conjointement un point-image M' sur une demi-droite [Ox) par exemple, de telle sorte que la distance de O à M' reste toujours égale à celle séparant M de A. Lors du déplacement du point M, la distance OM' reste en permanence égale à AM.
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L'obtention d'un tel point-image est aisée si le logiciel propose un outil "Report de longueur" ou un outil "Compas". 

Prenons l'exemple de l'outil "Compas" qui construit le cercle défini par un rayon (un segment ou 2 points) puis le centre. Pour obtenir le point-image M' , on désigne le segment [AM] comme donnant la longueur du rayon puis le point O comme centre. Le cercle obtenu a un rayon dont la mesure est liée à la position du point M. L'outil "Point(s) sur 2 objets" définit le point M' comme intersection du cercle précédent avec la demi-droite [Ox).

Une fonction de base...

[image: image13.png]



L'énoncé du problème de BEPA fait étudier 2 fonctions f et g. Préalablement nous allons en considérer une troisième : on désigne par h(x) la longueur du segment [MB] exprimée en centimètres. On a bien sûr  h(x) = 5 - x avec x élément de l'intervalle [0 ; 5]. Voilà une fonction affine facile d'accès, qui suffira pour une première représentation graphique.

On construit sur l'axe [Ox) le point M' tel que 

OM' = AM = x selon le processus décrit ci-dessus.

On construit de même sur l'axe [Oy) le point M" tel que OM" = MB = y = h(x).

Les perpendiculaires aux axes (outil "Droite perpendiculaire") passant par M' et M" se coupent en un point L (outil "Point(s) sur 2 objets") dont les coordonnées sont x et y avec y= h(x).
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On y est presque ; pour plus de clarté, on rend invisibles (outil "Masquer") les éléments de construction dont la vision est désormais parasite.

En activant l'outil "Pointer", on peut sélectionner puis déplacer avec la souris, le point M. On constate que ce déplacement de M entraîne dans le repère contigu, le déplacement simultané du point L : voilà nos efforts couronnés de succès 
 . 

Pour que ces efforts soient pleinement récompensés peut-être faut-il essayer d'exploiter avec les élèves ce passage de la figure géométrique ("le point M se déplace entre A et B", "quand la longueur AM augmente, la longueur MB diminue", "quand AM croît de 1, MB décroît de 1"...) à la représentation graphique d'une fonction ("x varie de 0 à 5" , "quand x augmente, y diminue" , "quand x croît de 1, y décroît de 1"...). 

Enfin l'outil "Trace" appliqué au point L permet de visualiser les positions successives du point L et ce faisant de tracer la courbe représentative de la fonction h
.

Et les aires des triangles ?

Etudier les variations d'une longueur est en général aisé : un simple report de cette longueur sur l’axe des ordonnées suffit.

Pour les aires, produit de 2 longueurs, le problème ne présente guère plus de difficultés tant qu'une seule des 2 longueurs varie. Tel est le cas des aires des triangles AMD et BMC dont seule la base varie.

Par exemple pour l'aire du triangle AMD dont l'expression en fonction de x est 1,5.x, il suffit de reporter sur l'axe Oy, un point P tel que OP = AM = x ; puis avec l'outil "Milieu" on construit le milieu P' du segment [OP]
. Enfin l'outil "Symétrie centrale"
 permet d'obtenir le symétrique de P' par rapport à P ; ce point P" est à une distance de O égale à 1,5 fois la distance AM.
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Construire le point d'ordonnée 10 - 2x , constituera pour le lecteur un bon exercice d’entraînement !

Troisième objectif : toujours plus fort...

Le problème corse (avec l’accent !)

Si les 2 longueurs dépendent de x, le problème se corse lorsqu'il s'agit de représenter graphiquement les variations de l'aire... produit des longueurs de 2 segments.

Dans le précédent "épisode"(voir note n°1), nous citions l'exemple classique suivant : 
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	"Le triangle ABC est rectangle isocèle en A. On donne BC = 8,4 cm. Le point M appartient au segment [BC]. Le quadrilatère MNPQ est un rectangle."

L'aire du rectangle MNPQ est fonction de la position du point M et donc de sa distance x au point B (BM = x). 


L'aire du rectangle est le produit de sa largeur MN par sa longueur NP, lesquelles dépendent toutes deux de la position du point M et sont consécutivement fonction de x (BM = x). Comment obtenir sur l'axe [Oy) d'un repère contigu, un point dont l'ordonnée serait égale au produit de MN par NP ?

Une démarche cartésienne ou comment "opérer graphiquement"




* Additionner, c'est bien...

Construire un segment dont la longueur est la SOMME des longueurs de deux autres segments est chose facile.

* ... mais multiplier, c'est mieux !

Construire un segment dont la longueur soit le PRODUIT des longueurs de deux autres segments est moins évident.

Dans son traité de géométrie (1637), Descartes
 décrit déjà la méthode.




Soient deux demi-droites [Ox) et [Oy). On reporte sur l'une un segment [OI] de longueur unitaire et un segment [OX] de longueur x égale à celle de [AB]. Sur l'autre, le point Y est positionné de telle sorte que OY = CD = y. On mène par le point X, la parallèle à la droite passant par les points I et Y. Cette droite coupe [Oy] en M.

Le théorème de Thalès appliqué à cette configuration (dite des triangles) permet d'écrire : 
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 puisque OI = 1.

Ainsi fonctionne la machine à calculer graphique de Monsieur Descartes !

Retour à l'ère informatique et à l'aire du rectangle MNPQ
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La mise en oeuvre de la méthode précédente, associée à la maîtrise du logiciel de géométrie 
 permet de juxtaposer la figure géométrique et la représentation graphique d'une fonction liée à cette construction. Ce que la figure ci-dessus ne permet pas hélas d'apprécier, c'est l'aspect dynamique de la construction : on déplace le point M et tout s'anime ! Là est sans conteste, l'intérêt majeur de tous nos efforts.

	ANNEXE

Récupérer sous WORD les figures élaborées avec CABRI GEOMETRE II (version 1.1) a posé quelques problèmes... les collègues familiers de l'insertion d'images ou de tableaux dans un texte regretteront qu'il ne soit pas possible de "copier-coller" via le presse-papiers de l'interface WINDOWS ! mais peut-être qu'une version plus récente de CABRI GEOMETRE II le permet ? heureux possesseurs de la toute dernière "version", testez cette éventualité et faites nous part des résultats obtenus.

En attendant, vous pouvez essayer de procéder ainsi :

1. sélectionnez sous CABRI (outil "Pointer") la partie de figure que vous voulez récupérer. Pour cela cliquez et, en maintenant la touche enfoncée, faites glisser la souris. Un rectangle se dessine ; lorsqu'il est suffisamment grand, relâchez la touche de la souris.

2. copiez la partie de figure sélectionnée en cliquant (activant) dans le menu EDITION la commande Copier (il peut être judicieux alors de Quitter CABRI car parfois le système "plante"...)

3. revenez sous WINDOWS et ouvrez WORD ; notre espoir de récupération par un simple Coller, (menu Edition, commande Coller ou icône de l'outil Coller) ayant été déçu, nous avons procédé ainsi sous WORD

menu Insertion, Image puis aller dans le répertoire (dossier) CABRI pour prendre le fichier $CLIPCAB.BMP qui contient la partie de figure copiée sous CABRI GEOMETRE II





� Parue page 11 dans le numéro 1 de PY-MATH sous le titre "Avec Pygmalion, donner vie aux fonctions".





� On peut lire cet article tout en regardant un écran de télévision mais un écran d'ordinateur peut s'avérer plus adapté.... si de plus l'ordinateur contient un des logiciels dont on parle, il est conseillé de "faire" en lisant ! Rien ne vaut la pratique en ce domaine tout au moins.





� Pour être plus précis, ce texte est une partie de l'exercice 1 du sujet de l'épreuve D du 2ème groupe donné à la session de juin 1998 aux candidats du BEPA rénové (toutes options). Vous trouverez dans votre CDI l'intégralité du sujet dès parution des annales des sujets d'examen...


� Peut-on parler de GAO (Géométrie Assistée par Ordinateur) ? Le dictionnaire dit : "GAO ville du Mali"...





� La figure ci dessus a été réalisée avec CABRI GEOMETRE II, selon le processus qui va être exposé, puis insérée dans le texte de cet article (voir annexe en fin d'article).





� Répétons-le, la prise en main d'un tel logiciel est élémentaire et pour peu que vous ayez déjà une petite expérience d'un traitement de textes ou d'un tableur, vous progresserez très vite !





� Sauf avis contraire, toujours utiliser le bouton GAUCHE de la souris.





� Attention, un segment peut être visible sans pour autant EXISTER en tant qu'objet défini..... on aurait pu commencer par tracer une droite (outil DROITE) puis placer 2 points A et B sur cette droite (outil POINT SUR OBJET) ; bien que le segment [AB] soit visible, l'objet segment [AB] n'existe pas encore... il faut le définir (outil SEGMENT) pour pouvoir y faire référence lors de la création d'un point M appartenant au segment [AB] (outil POINT SUR OBJET) .





� Tout au moins, l'auteur l'espère-t-il ; dans le cas contraire, inutile de lui écrire pour lui dire qu'il n'a pas été clair.. il a fait ce qu'il a pu ! Reprenez calmement votre "construction" et essayez de trouver votre erreur... l'erreur est formatrice mais l'autocorrection de l'erreur l'est plus encore ; finalement "ça devrait marcher" comme disent nos élèves. Dans le cas contraire, alors n'hésitez pas à nous écrire (ou faxer -c'est plus rapide- au 03.25.41.64.19). Courage, Pygmalion  ne vous laissera pas "tomber".





� On pourra explorer les outils "Lieu", "Animation" .





� Ne pas oublier de "faire exister" ce segment (voir note n° 8).





� Le logiciel met à disposition toutes les transformations géométriques courantes ; ces transformations étant peu exploitées dans nos programmes, nous ne les avons pas utilisées dans ce qui précède. Le lecteur averti pourra avoir intérêt à mobiliser ces outils pour simplifier certaines des constructions décrites dans cet article : par exemple l'outil "Homothétie"  pour construire.... 1,5 x.


� René DESCARTES (1596-1650) Philosophe et mathématicien français... bien connu ?





� Et diviser est-ce possible ? la même figure permet de dire que OY est le quotient de OM par OX... alors ?





� Maîtrise qui est désormais vôtre, si vous avez pu, souris en main, expérimenter pas à pas . Faites nous part de  vos expériences à venir et bon vent.
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MULTIPLICATION



OM = AB ( CD
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