Construction d’une table des lois de Student 


Construction d’une table.

Comme la table de la loi normale centrée réduite N(0;1), présentée dans le bulletin n°1 du G.R.E.S, cette table est construite avec le tableur EXCEL (version 4 ou 5).

· Avec EXCEL 5 on utilisera la fonction :




LOI.STUDENT.INVERSE(probabilité ; degrés-liberté).

Soit T une variable aléatoire qui suit la loi de Student à  degrés de liberté (ddl) et  une probabilité donnée. La fonction renvoie la valeur t1- telle que :

prob(T  t1-  



LOI.STUDENT.INVERSE( ;  t1-

Avec EXCEL 4, après avoir activé, si ce n’est déjà fait, les fonctions statistiques en suivant la procédure indiquée dans le bulletin n°1, on utilisera la fonction :




TINV(prob ; ddl).

· Remarque : les deux versions d’EXCEL fournissent la valeur t1- telle que 
prob(T  t1-  Elles permettent donc de construire directement une table dans le cas d’une répartition unilatérale à droite de 
(Pour construction d’une table avec répartition bilatérale de  cf note 3)


Construction de la représentation graphique de la loi de Student à  degrés de liberté.
· Les tricheurs. S’il s’agit simplement d’illustrer la table précédente, on pourra se contenter de construire la représentation graphique de la loi normale N(0;1) en suivant les indications fournies dans le bulletin n°1. Les lois de Student ayant des représentations graphiques très proches de celle de la loi normale centrée réduite, personne ne verra la supercherie. Pas vu, pas pris, je t’embrouille !
Toutefois en utilisant des outils d’analyse, plus ou moins sophistiqués, on peut obtenir des représentations graphiques plus satisfaisantes.
· Les puristes. Tous ceux qui auraient des scrupules à abuser les profanes, tous ceux qui auraient l’envie un peu folle d’aller voir de plus près la différence entre la courbe de la loi normale N(0;1) et celles des lois de Student, tous ceux-là pourront utiliser la densité de la loi de Student à  degrés de liberté.

Cette densité f est définie par : 

 où, pour un  donné, K est une constante (cf note 1). On remarque que les densités sont des fonctions paires et donc que leurs courbes représentatives admettent, dans un repère orthogonal, l’axe des ordonnées comme axe de symétrie.

Le tableau suivant donne les constantes associées à quelques valeurs de  : 

	 ddl
	1
	2
	5
	10
	

	K
	


	


	


	


	


A vos outils informatiques (calculatrices graphiques, tableur-grapheurs) pour représenter une densité de Student (cf notes 1 et 2).

Représentations graphiques des lois de Student
	[image: image2.bmp]


	Les distributions de Student à  ddl sont représentées par des courbes en cloche symétriques par rapport à l’axe des ordonnées.

Ces courbes sont voisines de la courbe représentant la loi normale centrée (moyenne = 0) réduite (écart-type = 1).

Elles en sont d’autant plus proches que  est grand. Souvent, pour   30, on considère qu’elles sont confondues avec la courbe représentative de la loi normale centrée réduite.

	Soit ( un réel tel que 0,5  (  1.

On note t1-( le réel positif tel que prob(Tt1-() = (
* l’aire de la "queue de la distribution" à droite de t1-( est égale à (.

Remarque : la symétrie des courbes par rapport à l’axe des ordonnées entraine prob(T  t1-() = (.

Ce résultat va simplifier la détermination des intervalles de confiances bilatéraux (symétriques en probabilité) et la construction des tests bilatéraux. 
	






Note 1 : 
Fonction gamma.




Calcul des constantes K.




Excel et la fonction gamma.

· La fonction gamma. 

On montre que l’intégrale 

 est convergente pour tout réel x strictement positif.

Définition : La fonction  est définie, pour tout réel x strictement positif, par :





(x) =

.
Propriétés : 

( Soit T un réel strictement positif, en intégrant par parties sur [0;T], puis en faisant tendre T vers (, on démontre facilement la propriété fondamentale :

	pour tout réel x strictement positif
	(x+1) = x(x)
	


( (1) = 


( Il résulte de ( et ( que pour tout naturel n supérieur à 1, on a 
(n) = (n-1)! 

( Pour tout naturel n, on a
 


(On démontre que 


· Calcul des constantes K.
La fonction  permet d’exprimer la constante K en fonction de  on montre que : 





Application : Calcul de K7.




· Excel et la fonction gamma.
Dans EXCEL on trouve la fonction LNGAMMA qui pour tout réel x renvoie le logarithme népérien de (x). On peut donc confier au tableur le soin de calculer les constantes K. Pour-ceci on utilise la fonction LNGAMMA composée avec la fonction exponentielle de base e, notée EXP dans EXCEL.

Pour tout t ( 

on a 






Excel fournit tous les outils pour construire la représentation graphique de la loi de Student à  degrés de liberté. Essayez en donnant a  une valeur de votre choix, et à la variable t des valeurs comprises entre -3 et +3.



Note 2 : 
autre solution pour construire, au moyen d’Excel,




la courbe de densité d’une loi de student.

· Les bricoleurs. EXCEL 5 propose la fonction :



LOI.STUDENT(x ; degrés_liberté ; uni/bilatéral).

Considérons la loi de Student à  degrés de liberté, retenons l’option unilatérale (uni/bilatéral = 1), la fonction LOI.STUDENT associe à tout réel positif t la probabilité que la variable de Student T dépasse t.




LOI.STUDENT(t;;1) = prob(T  t)

La fonction de répartition F de la variable aléatoire T est définie par :
(t(

 

F(t) = prob(T ( t) = 1 prob(T ( t)

(t(



F(t) = 1- prob(T ( t) = 1 LOI.STUDENT(t;;1)

La densité f de la variable aléatoire T est la dérivée de sa fonction de répartition F.

(t(

+



soit



Le rapport 

 fournit une approximation de f(t) d’autant meilleure que h est proche de 0. En prenant h = 105 on obtient des valeurs approchées à moins de 106 près. C’est pour cette puissance de 10 que l’on obtient la meilleure approximation. Au delà l’approximation se dégrade rapidement pour devenir impossible à partir de h = 108. EXCEL a ses limites !

En remarquant que la densité est paire et positive, on est amené à introduire la fonction 



.

La représentation graphique de cette fonction, que l’on obtient en donnant à la variable t des valeurs comprises entre -3 et +3, est très proche de la courbe de la loi de Student à 7 degrés de liberté.



Note 3 : 
Construction d’une table de Student avec répartition 





bilatérale de la probabilité  et intervalles symétri




ques en probabilité.

	


	Les aires des deux queues de la distibution, à gauche et à droite, sont égales et leur somme est égale à . 

Compte tenu de la parité des densités des lois de Student, pour un nombre de ddl  donné, deux valeurs opposées 

 et 

 correspondent à  . Elles sont définies par : prob(T  

) = 



	
	

	
Avec EXCEL 5.0, pour obtenir une table bilatérale on saisira dans la cellule à l’intersection de la ligne contenant  et de la colonne contenant  la fonction :

LOI.STUDENT(

,)
	       prob

          
    ddl 




	
                       :

                       :

                       :

. . . . . LOI.STUDENT(

,)


Remarque : lorsque l’on fournit une table d’une loi de probabilité continue, il est 


absolument indispensable, de préciser : 


- si la probabilité est répartie unilatéralement ou bilatéralement ;

- et dans le cas où elle est répartie bilatéralement, si les intervalles sont symétriques en probabilité.

Une façon simple de le faire est d’accompagner la table d’une représentation graphique de la densité de la loi de probabilité faisant apparaître clairement ce qui est tabulé.

Application


Dans un élevage bovin-viande, on dispose, pour les 25 dernières campagnes de vêlages, du relevé des masses à la naissance et du sexe des veaux. Ces résultats concernent environ 3000 veaux. Les masses des veaux mâles et celles des veaux femelles sont supposées distribuées normalement.


1° On tire au hasard un échantillon de 20 veaux mâles : le tableau suivant donne leurs masses à la naissance exprimées en kg.

	50
	45
	35
	50
	49
	45
	42
	46
	42
	47
	57
	52
	47
	49
	30
	47
	46
	54
	47
	48




11 - Après avoir rappelé les formules de calcul de la moyenne et de la variance d’un échantillon, donner pour l’échantillon tiré, les valeurs de ces deux paramètres statistiques (on pourra utiliser les résultats fournis par une calculatrice).



12 - donner des estimations ponctuelles de la moyenne (m et de la variance 

des masses à la naissance des veaux mâles de l’élevage. Justifier les résultats.



13 - Donner une estimation par intervalle de confiance au niveau 0,95 de la masse moyenne à la naissance des veaux mâles.


2° Le vacher de l’exploitation pense que la masse moyenne des veaux femelles est inférieure à 45 kg. On se propose de tester cette hypothèse. Pour cela on prélève au hasard un échantillon de 20 veaux femelles : le tableau suivant donne leurs masses à la naissance exprimées en kg.

	33
	46
	47
	41
	43
	33
	42
	45
	42
	41
	39
	36
	39
	45
	43
	37
	45
	49
	39
	47


A partir de cet échantillon, peut-on conclure, au seuil de signification 0,05, que le vacher a raison ?

Eléments de correction :

I. Intervalle de confiance : étude de la variable X égale aux masses à la naissance des veaux mâles :

11 - Moyenne et variance d’échantillon.




s ( 5,9 kg

s² ( 34,34
12 - Estimations ponctuelles de la moyenne et de la variance de la population



 est une estimation de (m.


 soit 

 est une estimation de 


13 - Intervalle de confiance de la moyenne.

X suit la loi N(m, m)

m et 

 sont inconnues.

L’échantillon, de taille n=20, est tiré d’une population normale donc la variable 

 suit la loi de Student à n-1 = 19 degrés de liberté (cf note 4, remarque 1).

Dans notre exemple 

 suit la loi de Student à 19 degrés de liberté.

	


	On veut déterminer le réel positif t tel que
prob(-t ( T ( t) = 0,95

Pour ceci on laisse 0,025 de chaque coté à l’extérieur de l’intervalle [-t ; t].



	Soit t la valeur de la variable de Student à 19 degrés de liberté telle que prob(T<t) = 0,025.

On lit t dans la table à l’intersection de la ligne 19 et de la colonne 0,025.
	     Prob



ddl


	
	0,025

2,093
	


2,093  ( T (  2,093
(
2,093  (

(  2,093





(
2,093  (

(  2,093










(








(







(
(m(((


Les bornes de l’intervalle 

 dépendent des deux variables aléatoires 

 et S. La probabilité pour que (m appartienne à cet intervalle est égale à 0,95. On obtient un intervalle de confiance en donnant à 

 et S leurs valeurs respectives 

 et s prises sur l’échantillon tiré.

On a 

 = 46,4kg et s = 5,9kg, d’où l’intervalle :







 est « une estimation par intervalle de confiance, de la moyenne 

m de la population, au niveau de confiance 0,95 ».

(cf note 5, Intervalle de confiance aléatoire).

II. Test d’hypothèse : étude de la variable Y égale aux masses à la naissance des veaux femelles.

La population considérée est l’ensemble des veaux femelles de l’élevage.

Moyenne de la population 

,

Variance de la population 


Hypothèse:




(l’hypothèse alternative est donnée par l’énoncé (test unitlatéral).

Seuil de signification : 
( ( 0,05

Conditions d’application :
· population normalement distribuée : Y suit la loi N(f , f)

· variance de la population inconnue.
· échantillon de taille n = 20.

Variable de décision :


 suit la loi de Student à n-1=19 degrés de liberté.(cf note 3, remarque 1).

	Détermination de la région critique :
Le test est unilatéral à gauche.

Pour un risque unilatéral de 0,05 et un nombre de degrés de liberté de 19 la valeur de t est t0,95 = 1,729.

Test unilatéral à gauche.

La région de rejet de l’hypothèse nulle se trouve à gauche de t0,95 = 1,729.


	




Règle de décision : 

Soit t la valeur de T correspondant à l’échantillon prélevé :

ne pas rejeter H0 si t ( 1,729

ou

rejeter H0 et accepter H1 si T ( 1,729 avec un risque de 0,05.

Valeur prise par la variable de décision sur l’échantillon tiré :






s ( 4,4 kg








Décision et conclusion :

-3,37 est inférieure à 1,729 donc on rejette l’hypothèse nulle et on accepte l’hypothèse avancée par le vacher.



Note 4 :

Remarques 1 : 

( La variable T dépend uniquement de  et ne dépend pas de ². C’est ce qui est remarquable et fait toute son importance. Lorsque une population est normale et de variance inconnue c’est cette variable que l’on utilise pour déterminer une estimation de la moyenne par intervalle de confiance ou pour construire les tests de conformité ou de comparaison de moyennes.

( Ce résultat est vrai quelle que soit la taille de l’échantillon. Il vaut pour les grands échantillons comme pour les petits. En particulier on peut l’utiliser pour les grands échantillons si l’on dispose d’une table de Student tabulée pour les degrés de liberté élevés (c’est le cas de la table proposée). 

Toutefois la loi de Student est convenablement approchée par la loi normale N(0,1) pour un nombre de degrés de liberté ( supérieur à 30. Donc pour les échantillons de taille supérieure à 30, issus de populations normales, on remplace T par la variable normale centrée réduite 

, et dans celle-ci l’écart-type  de la population, que l’on ne connait pas, par son estimation ponctuelle 

.



Note 5 :
Intervalle de confiance aléatoire.

Nous avons montré que  :

 2,093  ( T (  2,093
(







(
(m(((


or prob(2,093 ( T ( 2,093) = 0,95 donc :



prob(

) = 0,95

soit 
prob((m(((

) = 0,95

La probabilité que (m appartienne l’intervalle 

 est de 0.95. Or les bornes de cet intervalle dépendent des deux variables aléatoires 

 et S.

Par définition, 

 est « l’intervalle de confiance aléatoire, de la moyenne (m de la population, au niveau de confiance 0,95 ».

A partir de notre échantillon, on obtient une observation de l’intervalle de confiance aléatoire en donnant à 

 et S leurs valeurs respectives 

 et s prises sur l’échantillon tiré.

L’intervalle 

 ainsi obtenu est « une estimation par intervalle de confiance, de la moyenne (m de la population, au niveau de confiance 0,95 ».

A chaque échantillon tiré correspond une estimation par intervalle de confiance de la moyenne. Ainsi on peut obtenir plusieurs estimations par intervalles de confiance de la moyenne, pour ceci il suffit de tirer au hasard plusieurs échantillons. 

· l’intervalle

, obtenu à partir de l’échantillon fourni, est tout à fait déterminé, ses bornes sont les deux réels fixes calculés à partir de l’échantillon tiré ;

· la moyenne (m de la population est un réel, lui aussi, tout à fait déterminé, mais en général inconnu.

On ne peut plus invoquer le hasard :

· ou bien (m appartient à l’intervalle 

 et 

 ;

· ou bien (m n’appartient pas à l’intervalle 

 et 


Si l’on tire au hasard un grand nombre d’échantillons, et si, pour chacun d’eux, on détermine l’intervalle de confiance associé, 95 % environ de ces intervalles contiendront la moyenne.

-=-=-=-=-=-=-=-
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(suite et fin page 21)
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-4.0

0.005123727051503579

-3.9

0.005748372854304551

-3.8

0.006458848363847538

-3.7

0.007268017531981658

-3.6

0.008190772686466704

-3.5

0.009244354091773366

-3.4

0.010448714748550266

-3.3

0.01182693415021477

-3.2

0.013405683735244816

-3.1

0.015215745043722381

-3.0

0.017292578798824582

-2.9

0.01967693888900732

-2.8

0.022415519019864615

0.001

5.0E-4

-2.7

0.025561611018477495

1.0

3.0776845960645005

6.313748599495739

12.7061503008008

31.820964068174362

63.65589797496796

318.28880310058594

636.5776062011719

-2.6

0.029175741683579955

2.0

1.8856189853977412

2.9199873097240925

4.302655725041404

6.964546628296375

9.924988262355328

22.328458726406097

31.599774956703186

-2.5

0.033326238884327876

3.0

1.6377452993765473

2.3533630155725405

3.182449290761724

4.540706868283451

5.840847734361887

10.21428033709526

12.924429029226303

-2.4

0.03808965652335179

4.0

1.5332057046180125

2.131846486008726

2.776450855890289

3.7469362723641098

4.604080459102988

7.172930054366589

8.610077202320099

-2.3

0.04355096134691821

5.0

1.4758848010387737

2.0150491764070466

2.570577635196969

3.3649303077254444

4.032117431052029

5.893525667488575

6.868503987789154

-2.2

0.04980335214711769

6.0

1.4397551240108442

1.9431809050729498

2.446913640596904

3.1426679925061762

3.7074278225190938

5.207548383623362

5.9587182477116585

-2.1

0.05694754416756542

7.0

1.4149236449156888

1.8945775082102045

2.3646225599804893

2.997949195560068

3.4994809539057314

4.7852518036961555

5.408073775470257

-2.0

0.06509031032095286

8.0

1.3968156054033898

1.8595483197714202

2.306005626451224

2.8964677767362446

3.3553806133568287

4.500761860981584

5.041365511715412

-1.9

0.07434203002718445

9.0

1.3830288025928894

1.83311385626439

2.262158886878751

2.821434463839978

3.249842848163098

4.296889528632164

4.7808862291276455

-1.8

0.08481296289004522

10.0

1.3721842151426245

1.8124615053238813

2.228139237558935

2.7637724997475743

3.1692616175860167

4.143657861277461

4.586763679981232

-1.7

0.09660794870609954

-1.6

0.10981925264711032

11.0

1.36343032863806

1.7958836906473152

2.200986273237504

2.7180794859305024

3.105815267190337

4.024768713861704

4.436878953129053

-1.5

0.12451734463628594

12.0

1.3562180356530007

1.78228674485581

2.17881279240828

2.6809902919922024

3.0545379559043795

3.9295991882681847

4.317844286561012

-1.4

0.14073954788353357

13.0

1.3501721696229652

1.770931703504175

2.160368239856325

2.650303940754384

3.0122828320600092

3.8520374801009893

4.220928531140089

-1.3

0.15847673571616702

14.0

1.3450312508211937

1.7613092495594174

2.144788595614955

2.624492481118068

2.976848918478936

3.7874269764870405

4.140310920774937

-1.2

0.17765861345056894

15.0

1.3406054222286912

1.7530510376673192

2.131450855813455

2.6024827093351632

2.9467264539562166

3.732857294380665

4.0727900341153145

-1.1

0.19813859078732357

16.0

1.3367571227718145

1.7458842194173485

2.1199048205744475

2.5834924599621445

2.9207876650616527

3.6861456464976072

4.014873411506414

-0.9999999999999982

0.21967979733321633

17.0

1.3333794868231053

1.7396064322383609

2.1098185243317857

2.566939656389877

2.898232196457684

3.645764081738889

3.9651058614254

-0.8999999999999981

0.24194434359402528

18.0

1.330390659859404

1.7340630620310549

2.1009236661484465

2.5523786462144926

2.878441591747105

3.6104756873100996

3.9217411540448666

-0.799999999999998

0.2644883567865698

19.0

1.3277281141199637

1.7291313270106912

2.0930247046635486

2.5394820113433525

2.860942913684994

3.5793345887213945

3.883324097841978

-0.699999999999998

0.28676545755350874
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