Test de STUDENT et tests non paramétriques

Certaines techniques statistiques jouissent d’une grande notoriété, elles sont souvent utilisées, sans tenir compte des conditions précises qui justifient cette utilisation et qui garantissent la validité des résultats qu’elles permettent d’affirmer. C’est en particulier le cas du test de Student qui est utilisé un peu "à toutes les sauces" et particulièrement pour l’étude de variables qui n’ont pas grand-chose de "normal".


Cette pratique a tendance à se généraliser en analyse sensorielle, en particulier pour étudier les différences entre des produits de type "ancien" et des produits de type "nouveau", ainsi que les modalités de leur évolution.

Dans ce cadre, le test de "Student par paires" est presque toujours celui qui est mis en oeuvre dans les laboratoires et les services "R et D" (Recherche et Développement).


Nous n’avons pas la prétention dans cet article de régler la question de l’utilisation abusive de ce test mais seulement de rappeler qu’il existe d’autres techniques qui ont fait leurs preuves et qui ne nécessitent pas, contrairement aux tests "classiques", d’activité préliminaire de vérification d’hypothèses diverses.


Nous verrons en particulier que les modèles de Student et de Fisher, pour ne parler que des plus célèbres, s’appuient fondamentalement sur la normalité des populations d’origine et sur leur homoscédasticité (c’est à dire le fait que celles-ci ont la même variance).

L’exemple que nous allons vous présenter utilise le test de Student, puis le même problème statistique est traité par une méthode "non-paramétrique", en l’occurence la méthode du "Test signé de Wilcoxon".


Mise en place du Test d’Analyse Sensorielle
Il s’agit de développer un nouveau type de panure de lieu jaune.

Pour ce faire, un jury de douze membres "experts" est constitué au Laboratoire d’Analyse Sensorielle.
Chaque personne attribue une note à l’ancienne et à la nouvelle panure suivant son goût (il est interdit de mettre la même note aux deux produits).

Ces notes sont échelonnées de 1 à 9. Pour atténuer le caractère discret de la sanction, on pousse un curseur et la machine enregistre une valeur décimale prétendument issue d’une distribution continue.
Nous obtenons ainsi une paire de valeurs par expert et ceci douze fois, de façon indépendante.

Cet échantillonnage sera résumé par la valeur t d’une statistique T.

La règle de décision de ce test est simple, il suffit de vérifier que cette valeur t n’appartient pas au segment formé par les deux valeurs de la variable T de Student qui correspondent au risque  choisi.

Dans ce cas, l’hypothèse nulle, celle qui permet d’affirmer que les deux produits ne sont pas différents du point de vue étudié, est rejetée.

Quelle est la technique de réalisation du test de Student par paires ?


1 - On présente tout d’abord les deux hypothèses Ho et H1 :

Ho suivant laquelle la moyenne des différences par paire est nulle et H1 où ce n’est pas le cas.






 



2 - puis le risque de première espèce
ici


=0,05



3 - ensuite vient le choix de la statistique à étudier.

Les variables aléatoires à étudier ici sont les différences par paire D = X-X’ et la moyenne de ces différences 

.

La statistique utilisée dans ce test est : 



(avec

)

La variable aléatoire T est distribuée selon la loi de Student à n-1 degrés de liberté (ddl) si les conditions de modélisation sont réunies.

Rappelons ces conditions.


- Il faut que la variable D = (X - X’) soit distribuée selon une loi normale.


- Il faut que l’échantillon soit aléatoire, simple.


- Il faut que l’hypothèse nulle soit vraie.



4 - il faut ensuite calculer la valeur t de T pour cet échantillon apparié et la comparer à celle du modèle.
Application à l’exemple
(les calculs ont été faits sous EXCEL 4 )

	
	X
	X’
	D

	Cellou  M
	4
	7
	-3

	Chambon N
	8
	9
	-1

	Chausseray  J
	5
	7
	-2

	Cottin  S
	3
	7
	-4

	Durand  T
	4
	5
	-1

	Etcheverry  M
	6
	5
	1

	Jeannot  F
	4
	5
	-1

	Lucquiaud  F
	3
	5
	-2

	Machefert   V
	3
	5
	-2

	Morin  O
	4
	8
	-4

	Mycos  C
	3
	5
	-2

	Narcos T
	3
	5
	-2



Calcul de t pour cet échantillon :

	

 : Moyenne 

des différences
	- 1,92

	 s : Ecart-type 

des différences
	1,32

	valeur de t
	- 4,81

	valeur de la table 

à 5 % bilatéral
	2,20

	valeur de la table 

à 1 % bilatéral
	3,11








Nous rejetons Ho de façon "hautement significative" car - 4.81 est à l’extérieur du segment [ -3.11 ; +3.11 ]

La différence d’appréciation entre les deux panures est établie statistiquement au risque = 1%.
Pourquoi le collectif des différences doit-il être distribué normalement si nous utilisons le modèle de Student ?
Une variable aléatoire T set distribuée selon la loi de Student à  ddl si elle peut s’écrire :





 

où U est une variable normale centrée réduite, K une variable aléatoire distribuée selon la loi de ² à  degrés de liberté, U et K étant indépendantes.


On démontre, que lorsqu’une variable aléatoire D suit la loi normale N(µD,D), si l’on désigne par S2 la variable aléatoire variance d’échantillon, alors la variable aléatoire 

 suit la loi de ² à n-1 ddl. On démontre également que la variable aléatoire 

, moyenne d’échantillon, suit la loi normale N(µD ,

), on montre également que S et 

 sont indépendantes. On en déduit donc que si D est distribuée selon une loi normale, alors :





est distribuée selon la loi de Student à n-1 ddl. 

Un petit calcul algébrique nous permet de retrouver :

Sous l’hypothèse Ho : µD = 0, notre statistique 


En guise de conclusion, nous pouvons affirmer que la variable ainsi construite est distribuée selon la loi de Student à n-1 ddl et que tout ceci repose sur le caractère normal de la variable D qui prend pour valeur la différence par paire, sinon le modèle est APPROXIMATIF, pour ne pas dire faux !

Une approche différente du problème : le test de Wilcoxon
Nous allons à présent, à partir des mêmes hypothèses Ho et H1, mettre en place un test non-paramétrique .

Nous avons choisi celui que Wilcoxon a mis au point vers 1945 et qui est particulièrement bien adapté aux petits échantillons (si l’on utilise dans la règle de décision des tables comme celle de Siegel présentée en Annexe).



Principe et Méthode :
Les observations sont classées par paires. On tient compte du signe des différences par paires (comme dans le test des "Signes") et aussi des rangs de ces différences.


Y(+) désigne la somme des rangs des différences positives


Y(- ) désigne la somme des rangs des différences négatives.

Par principe, Y(+) + Y(-) = n(n+1)/2 où n est le nombre de paires.

En moyenne, si les deux échantillons proviennent d'une même population,

 Y(+) et Y(- ) valent tous deux la moitié de cette valeur soit : n(n+1)/4

Ce sera la base de l'Hypothèse nulle.



Règle de Décision:

L'Hypothèse Nulle est rejetée si la plus petite des valeurs Y est inférieure (ou égale) à la valeur correspondant à n paires, au niveau , et qui est lue dans la Table de Siegel.

Remarque 1:

Pour des échantillons de "grande" taille comprenant plus de 25 éléments, nous pouvons utiliser une approximation Normale et construire une variable U distribuée selon la loi normale N(O;1).

U est la variable centrée réduite de Y(+) ou de Y(-).



 où n est le nombre de paires non ex-aequo.

Le Test Bilatéral nous conduit alors à adopter la règle suivante :

Si la valeur u calculée est plus grande que 1,96 (pour un risque  de 5%), alors Ho est rejetée de façon "significative"

Remarque 2:
Dans ce test comme dans celui des « signes », il faut éliminer les valeurs "ex-aequo", ce qui réduit d'autant la valeur de n.

Application dans l’exemple du développement de la nouvelle panure 

Les hypothèses en présence sont les suivantes:



  avec =5%

	
	
	
	
	
	
	Classement
	Nombre
	
	Rangs moyens avec signe
	

	
	
	
	
	D=X-X’
	Absolue
	Rangs
	d’occurences
	Rang
	D+
	D-

	1
	Chambon N
	8
	9
	-1
	1
	1
	4
	2,5
	
	2,5

	2
	Durand  T
	4
	5
	-1
	1
	1
	0
	2,5
	
	2,5

	3
	Etcheverry  M
	6
	5
	1
	1
	1
	0
	2,5
	2,5
	

	4
	Jeannot  F
	4
	5
	-1
	1
	1
	0
	2,5
	
	2,5

	5
	Chausseray  J
	5
	7
	-2
	2
	5
	5
	7
	
	7

	6
	Lucquiaud  F
	3
	5
	-2
	2
	5
	0
	7
	
	7

	7
	Machefert   V
	3
	5
	-2
	2
	5
	0
	7
	
	7

	8
	Mycos  C
	3
	5
	-2
	2
	5
	0
	7
	
	7

	9
	Narcos T
	3
	5
	-2
	2
	5
	0
	7
	
	7

	10
	Cellou  M
	4
	7
	-3
	3
	10
	1
	10
	
	10

	11
	Cottin  S
	3
	7
	-4
	4
	11
	2
	11,5
	
	11,5

	12
	Morin  O
	4
	8
	-4
	4
	11
	0
	11,5
	
	11,5











Y(+)= 2,5 et Y(-)=75,5

Remarque :
Nous avons fait la moyenne des rangs pour les cas d’égalité des différences , afin de conserver le total de la somme des rangs. Pour n= 12 nous devons avoir une somme

y(+) + y(-) = n(n+1)/2=78

Conclusions du Test :

Les valeurs lues dans la table de Siegel sont, pour la somme maximum, ici Y(+), de 14 (= 5%) et de 7 (= 1%) pour n = 12 paires.

Nous sommes loin du compte avec 2,5.

Nous rejetons Ho de façon "hautement significative"

Nous avons mis en évidence une différence d’appréciation très marquée entre ces deux techniques de préparation du produit.

Le résultat obtenu à l’aide du test de Student est confirmé.

En guise de conclusion, et en attendant vos remarques qui ne manqueront pas d’être pertinentes, nous pouvons affirmer que la méthode de Wilcoxon est à recommander lorsque l’on a le moindre doute sur la "normalité" des variables d’origine ou sur la versatilité de certains membres du jury !

Par exemple, amusez-vous à étudier le cas décrit en annexe où Morin O., dans une crise d’humeur, considère que la première est bien meilleure que la seconde, et ceci contre l’avis presque unanime ! (solution au prochain numéro)

Si vous réussissez à automatiser ces deux tests, afin de faire apparaître simultanément les deux résultats, vous verrez cependant, que presque toujours, la variable T de Student se comporte remarquablement bien !
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Annexe

1 Table de Siegel ( 1956) (test bilatéral)

   n paires
    5%

1%

	7
	2
	-

	8
	4
	0

	9
	6
	2

	10
	8
	3

	11
	11
	5

	12
	14
	7

	13
	17
	10

	14
	21
	13

	15
	25
	16

	16
	30
	20

	17
	35
	23

	18
	40
	28

	19
	46
	32

	20
	52
	38

	21
	59
	43

	22
	66
	49

	23
	73
	55

	24
	81
	61

	25
	89
	68


Il existe des tables plus récentes (allant jusqu’à n = 50 ) celles de D.B. Owen (1962) et Harter (1970) entre autres.

2  La "trahison de O. Morin"

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Jeannot  F
	8,5
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Durand  T
	8,5
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Narcos T
	8,5
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Cellou  M
	8,5
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Machefert   V
	8,5
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Etcheverry  M
	8,0
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Cottin  S
	8,0
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Lucquiaud  F
	8,0
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Chambon N
	8,0
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Chausseray  J
	8,0
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Mycos  C
	8,0
	9,0
	
	
	
	
	
	
	

	Morin  O
	9,0
	5,0
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