LA CALCULATRICE POUR CONJECTURER ET VÉRIFIER LES RÉSULTATS D’UNE ÉTUDE DE FONCTION

Dans cet article, nous proposons d'exploiter les capacités des calculatrices graphiques (TI 82.fr, 83.fr ou 84+) dans le cadre d'une étude de fonction. Voici un exemple classique de sujet en Terminale STAV.

Soit f la fonction définie sur ]0 ; + ([ par  f(x) = ( x² + 10 x ( 9 ( 8 ln x  et (eq \d\ba6() C ) la courbe représentative de f dans un repère orthonormal (O ; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);i)
 , EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);j)
) d'unités graphiques 1 cm.

1) Déterminer les limites de f en 0 et + (.
2) a)
Déterminer f’ la fonction dérivée de f.
b) Étudier le signe de f’(x) pour tout x élément de ]0 ; + ([.
c) Construire le tableau de variations de f.
3) a)
Recopier et compléter le tableau suivant où les valeurs numériques de f(x) seront arrondies à 10( 1 près.
	x
	0,5
	1,0
	1,5
	2,0
	2,5
	3,0
	3,5
	4,0
	4,5
	5,0
	5,5
	6,0
	6,5
	7,0

	f(x)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


b) Construire la courbe eq (\d\ba4()C ) dans le repère orthonormal (O ; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);i)
 , EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);j)
).
4) Déterminer une équation de la tangente (T) à eq (\d\ba4()C ) au point d'abscisse 2.
5) Soit la fonction G définie sur ]0 ; + ([ par G(x) = x ln x ( x. On admet que la fonction G est une primitive de la fonction g définie sur ]0 ; + ([ par  g(x) = ln x.
a) Utiliser le résultat précédent pour déterminer une primitive F de la fonction f sur ]0 ; + ([.
b) Calculer, en unités d'aire, la valeur exacte de l'aire A du domaine plan limité par la courbe eq (\d\ba4()C ), l'axe des abscisses et les droites d'équations  x = 1  et  x = 4. Donner ensuite une valeur arrondie à 10( 2 près de cette aire.
6) Résoudre graphiquement sur ]0 ; + ([, à 10( 1 près, l'équation  f(x) = 0  et l'inéquation  f(x) ( 2.
Pour toutes les calculatrices utilisées, le principe de base commun à toutes les études de fonctions, consiste à saisir :

· en Y1 : 
l'expression de f(x)

· en Y2 : 
la fonction f’, dérivée de f, déterminée avec la calculatrice (pas d'expression algébrique, mais tracé de la courbe représentative de f’, soit eq (\d\ba4()C  ’), ou tableau de valeurs de f’)

· en Y3 : 
l'expression de f’(x) trouvée par l'élève

· en Y4 : 
l'expression de F(x) où F est la primitive de f trouvée par l'élève

· en Y5 : 
la fonction F’, dérivée de F, déterminée avec la calculatrice (pas d'expression algébrique, mais tracé de la courbe représentative de F’ ou tableau de valeurs de F’)

· en Y6 : 
une autre courbe éventuelle

· en Y7 : 
une autre courbe éventuelle

· en Y8 : 
etc.
Calculatrices TI 82 ou 83.fr
Les commandes sont adaptables pour d’autres TI en version anglaise, comme la TI 84+, pour lesquelles un petit lexique est proposé à la fin de l’article.
Des réglages à effectuer :

Dans format (2nde zoom) comme ci-dessous :
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Dans graph stats, (2nde f(x)), comme ci-dessous :
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enter

Avant de traiter les questions, saisir l'expression de f(x) en Y1  Y1 = ( X 2 + 10 X ( 9 ( 8 ln X.

Choix de la fenêtre de représentation

Petite réflexion sur le choix de la fenêtre avant le tracé de la courbe représentative de f
Travail sur les abscisses :

Compte tenu de la définition de l'écran graphique, pour obtenir un incrément simple des abscisses, il est préférable que la différence entre Xmax et Xmin soit :

9,4 ou un multiple ou sous-multiple de 9,4 car l'écran a 94 pixels de large. 

Comme on demande un tableau de valeurs sur [0 ; 7], on peut choisir Xmin = 0 et Xmax = 9,4. 

Les abscisses des points s'incrémenteront alors de 0,1 en 0,1 car   eq \s\do1(\f(9,4 ( 0;94)) = 0,1.

Travail sur les ordonnées :

Pour les ordonnées, il faut au préalable disposer d'un tableau de valeurs pour déterminer les valeurs de Ymin et Ymax. 

Dans déf table (2nde fenêtre ), saisir  DébTbl= 0  et  Pas= 0,5 puis entrer. 

Dans table (2nde graphe), on obtient alors le tableau de valeurs ci-dessous  : 
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Dans le tableau, les valeurs maximale et minimale sont respectivement  f(7) Eq \o(–;\s\up2(()) ( 3,6  et  f(4) Eq \o(–;\s\up2(()) 3,9. On peut donc prendre Ymin = ( 4 et Ymax = 4.

Appuyer sur le bouton fenêtre, on peut saisir comme paramètres de fenêtre :
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En appuyant sur le bouton graphe, on obtient le graphique :
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En appuyant sur le bouton trace, puis sur les flèches gauche et droite du pavé, on peut constater que les valeurs des abscisses s'incrémentent de 0,1 en 0,1 et qu'à chaque fois, l'ordonnée du point est affichée.

Exemple :  f(6,3) Eq \o(–;\s\up2(()) ( 0,414
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Question 1) : Limites en zéro et en + ( de la fonction f.

Méthode :

Pour la limite en zéro : afficher un tableau de valeurs en prenant des abscisses positives qui se rapprochent de zéro et conjecturer sur la limite dans la colonne des ordonnées (sens de lecture du bas vers le haut).

Dans déf table, saisir l'écran ci-dessous :
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Dans table, on obtient :
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Conjecture :

Le tableau de valeurs conduit à conjecturer que  eq \o(lim;\s\do8(x ( 0)) f(x) = + (. 

La lecture du graphique conduit à la même conjecture.
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Méthode :

Pour la limite en + ( : afficher un tableau de valeurs en prenant des abscisses de plus en plus grandes et conjecturer sur la limite dans la colonne des ordonnées (sens de lecture du haut vers le bas).

Dans déf table, saisir l'écran ci-contre :
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Dans table, on obtient :
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Conjecture :

Le tableau de valeurs conduit à conjecturer que   eq \o(lim;\s\do8(x ( + ()) f(x) = ( (. 

La lecture du graphique conduit à la même conjecture.
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Question 2) : Détermination de f’(x), étude de son signe, des variations de f et construction du tableau de variations de f sur ]0 ; + ([.

Question 2 a) : Détermination de f’(x).
On a établi que  f’(x) = ( 2 x + 10 (  eq \s\do1(\f(8;x)). Il faut vérifier si cette égalité est vraie. 

Méthode :

On compare les tracés de la courbe représentative de f’ obtenus de deux façons différentes : celui donné directement par la calculatrice (en Y2) et celui donné à partir de l'expression trouvée par le calcul (en Y3).

Dans f(x) saisir nbreDérivé(Y1,X,X) en Y2. 

Pour cela :

math sélectionner 8:nbreDérivé( entrer 

var ► sélectionner 1:Fonction… entrer 

sélectionner 1 : Y1 entrer 

 ,  x,t,(,n  ,  x,t,(,n  )  entrer.

Saisir l'expression trouvée de f’(x) en Y3 :
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Puis ne sélectionner que Y2 et Y3. 

Dans le menu GRAPH pour sélectionner ou désélectionner une fonction, appuyer sur le bouton F1 (SEL).

Dans f(x), pour sélectionner ou désélectionner une fonction, placer le curseur sur le signe  =  de la fonction choisie et appuyer sur le bouton entrer.

Lancer le tracé simultané de Y2 et Y3, si l'expression saisie en Y3 est celle de f’(x), une seule courbe s'affiche. Sinon…

On obtient la courbe ci-contre :

[image: image18.bmp]
Question 2 b) et c) : Signe de f’(x), variations de f et tableau de variations.
Méthode :

Faire afficher les abscisses des points d'intersection de eq (\d\ba4()C  ’) et de l'axe des abscisses (c'est résoudre graphiquement l'équation  f’(x) = 0).

Conjecturer le signe de f’(x) en observant la position de eq (\d\ba4()C  ’) par rapport à l'axe des abscisses (c'est résoudre graphiquement les inéquations  f’(x) ( 0  et  f’(x) ( 0).

Lorsque le tracé de la courbe représentative eq (\d\ba4()C  ’) de la fonction dérivée f’ de la fonction f est affiché (ne sélectionner que Y2), dans calculs (2nde trace) 

sélectionner 2:zéro entrer, 

définir la borne inférieure Borne Inf?: saisir 0 entrer, 

définir la borne supérieure Borne Sup?: saisir 2 entrer, 

saisir la valeur initiale de recherche Valeur Init?: saisir 0 entrer pour obtenir la première valeur en laquelle la fonction dérivée s'annule. 
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Répéter l'opération une seconde fois (avec 2 pour borne inférieure et valeur initiale, et 7 pour borne supérieure) pour obtenir la seconde valeur en laquelle la fonction dérivée s'annule. 
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On obtient ainsi les solutions de l'équation f’(x) = 0. On a  f’(x) = 0  pour  x = 1  ou  x = 4.

En observant la position de la courbe eq (\d\ba4()C  ’) par rapport à l'axe des abscisses, on peut conjecturer que :

· Pour  x ( ]0 ; 1],  f’(x) ( 0  car eq (\d\ba4()C  ’) est en dessous ou sur l'axe des abscisses, donc  f est décroissante sur l'intervalle ]0 ; 1].

· Pour  x ( [1 ; 4],  f’(x) ( 0  car eq (\d\ba4()C  ’) est  au-dessus ou sur l'axe des abscisses, donc  f est croissante sur l'intervalle [1 ; 4].

· Pour  x ( [4 ; + ([,  f’(x) ( 0  car eq (\d\ba4()C  ’) est en dessous ou sur l'axe des abscisses, donc  f est décroissante sur l'intervalle [4 ; + ([.

D'où le tableau de variations de f sur ]0 ; + ([ :

	x
	0
1
4
+ (

	Signe de f’(x)
	
 ( 
0
+
0
 ( 

	Variations de f

	   + ( 
f(4)


f(1)
( (


Ce tableau peut aussi être confirmé à l'aide de la courbe représentative de f :
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Par le calcul, on trouve  f(1) = 0  et  f(4) = 15 ( 8 ln 4.

Pour obtenir des valeurs approchées (ou exactes dans certains cas) des ordonnées des points d'abscisses 1 et 4, soit f(1) et f(4), désélectionner Y2, sélectionner uniquement Y1 et relancer le tracé de eq (\d\ba4()C ). 

Puis, appuyer sur le bouton trace pour obtenir les valeurs approchées.

ou 

Dans calcul (2nde trace), sélectionner 1:valeur entrer et demander les valeurs approchées en donnant pour valeur à X successivement 1 et 4 :
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On trouve :  f(1) = 0  et  f(4) ( 3,9096…

Question 3 a) et b) : Tableau de valeurs de f et tracé de eq (\d\ba4()C ). 
Pour obtenir le tableau de valeurs, dans déf table, saisir  DébTbl= 0  et  Pas= 0,5  en sélectionnant uniquement Y1 pour la courbe eq (\d\ba4()C ), puis table.

Question 4) : Détermination d'une équation de la tangente (T) à eq (\d\ba4()C ) au point d'abscisse x0 = 2.

Par le calcul, on trouve  f(2) = 7 ( 8 ln 2  et  f’(2) = 2.

On peut obtenir f(2) et f’(2) en utilisant le graphique de f ou le tableau de valeurs.

Lancer le tracé de eq (\d\ba4()C ), appuyer sur le bouton trace, se positionner en x0 = 2. La calculatrice affiche  Y = 1,4548… qui correspond à la valeur approchée de f(2). 
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Dans calcul, sélectionner 6:dy/dx entrer. Le curseur étant sur x = 2, appuyer de nouveau sur le bouton entrer. 

On obtient alors dY/dX = 1,9999997 ce qui correspond à  f’(2) Eq \o(–;\s\up2(()) 2.
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ou

Dans f(x), sélectionner uniquement Y1 et Y2 , puis, dans table , lancer le tableau de valeurs des fonctions f et f’ et vérifier les calculs effectués pour x0 = 2 (première colonne), f(2) = 1,4548… (seconde colonne) et f’(2) = 2 (troisième colonne).

[image: image26.png]



Une équation de la tangente (T) est :  y = 2 (x ( 2) + 7 ( 8 ln 2, soit  y = 2x + 3 ( 8 ln 2.

Pour la vérification de cette équation de (T) :

Méthode :

La calculatrice trace la tangente en un point donné et en affiche l'équation réduite à comparer avec l'équation trouvée.

Afficher la courbe eq (\d\ba4()C ).

Dans dessin (2nde prgm), sélectionner 5:Tangente. 

On amène le curseur au point de eq (\d\ba4()C ) d'abscisse 2 ou on saisit directement l'abscisse, puis entrer. On fait ainsi apparaître la tangente à eq (\d\ba4()C ) au point d'abscisse 2 et son équation réduite  Y=1.9999996667X+(2.5451...  s'affiche.
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Pour effacer la tangente, dans dessin, sélectionner 1:EffDessin et entrer.

Question 5 a) : Détermination d'une primitive F de la fonction f.

Par calcul, on trouve  F(x) = (  eq \s\do1(\f(x3;3)) + 5 x2 ( x ( 8 x ln x.

Méthode :

Pour vérifier l'expression de F(x), on doit savoir si  F’(x) = f(x). Pour cela, on compare le tracé de la courbe représentative de f avec celui de la courbe représentative de F’.

Dans f(x), saisir l'expression trouvée pour F(x) en Y4, c'est-à-dire  

Y4 = (  eq \s\do1(\f(X3;3)) + 5 X2 ( X ( 8 X ln X
Puis saisir  Y5=nbreDérivé (Y4,X,X).
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Lancer le tracé de la courbe représentative de la dérivée de la fonction saisie en Y4, donc le tracé de la courbe représentative de la fonction F’. 

En sélectionnant uniquement Y5 et Y1 (courbe représentative de la fonction f) et en lançant simultanément les deux tracés, si une seule courbe s'affiche, on peut conjecturer que l'expression saisie en Y4 est celle de la fonction F’ car  F’(x) = f(x).

Question 5 b) : Calcul d'aire.

Par calcul F(4) =  eq \s\do1(\f(164;3)) ( 32 ln 4, F(1) =  eq \s\do1(\f(11;3)) et A =  eq \b(\s\do1(\f(153;3)) ( 32 ln 4) u.a. Eq \o(–;\s\up2(()) 6,64 u.a. à 10( 2 près.

Méthode :

La fonction f est dérivable et positive sur l'intervalle [1 ; 4].

A =  eq \i\in(\d\ba2()1;\d\fo1()4; f(x) dx) = F(4) ( F(1). On doit vérifier les valeurs de F(4), de F(1), puis celle de A.

Dans f(x), sélectionner uniquement Y4 et lancer le tableau de valeurs. 
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Pour  x = 1, la colonne numéro 2 indique  3,666…  qui est une valeur approchée de F(1) et pour  x = 4, la colonne numéro 2 indique  10,305…  qui est une valeur approchée de F(4).

Pour obtenir directement la valeur de A et sa représentation graphique, dans f(x), lancer uniquement le tracé de la courbe eq (\d\ba4()C ) de la fonction f en Y1. 

Dans calcul : sélectionner  7:( f(x)dx  entrer définir la borne inférieure Borne Inf ?: saisir 1  entrer ; définir la borne supérieure Borne Sup ?: saisir 4 entrer. 

La calculatrice grise le domaine et indique une valeur approchée de son aire (en u. a.).
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Pour effacer la matérialisation du domaine, dans dessin, sélectionner 1:EffDessin et entrer
Question 6) : Résolutions graphiques d'une équation et d'une inéquation.

Méthode :

Il faut tracer les représentations graphiques nécessaires et déterminer la(les) valeur(s) de l'abscisse(des abscisses) du(des) point(s) d'intersection des deux courbes et la position de eq (\d\ba4()C ) par rapport à l'autre courbe.

On résout graphiquement l'équation  f(x) = 0  de la même manière que  f’(x) = 0  à la question 2. b), en prenant pour la borne inférieure et la valeur initiale 0,5 et pour borne supérieure 2. On obtient x = 1. 
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Répéter l’opération en prenant pour la borne inférieure et la valeur initiale 2 et pour borne supérieure 7. 
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On obtient  6,2  comme solution approchée à 10( 1 près. 

Des valeurs approchées à 10( 1 des solutions de l'équation  f(x) = 0  sont  1  et  6,2.

Pour l'inéquation  f(x) ( 2, on résout d'abord l'équation  f(x) = 2.

Dans f(x), saisir  Y7 = 2. 

Faire tracer simultanément la courbe eq (\d\ba4()C ) et la droite d'équation  y = 2. 

Dans calcul, sélectionner  5 : intersect, définir la courbe 1 (le curseur sur une des deux courbes), entrer. Ensuite définir la courbe 2 (le curseur sur l’autre courbe). 

Choisir la valeur initiale : 0, entrer pour connaître l'abscisse du premier point d'intersection de eq (\d\ba4()C ) et de la droite d'équation  y = 2. 
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On obtient  0,4  comme solution approchée à 10( 1 près.

Relancer deux fois la recherche,en prenant pour valeur initiale 1, puis 5 pour obtenir les deux autres abscisses des points d'intersection de eq (\d\ba4()C ) et de la droite d'équation  y = 2. 
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Des valeurs approchées à 10( 1 près des solutions de l'équation f(x) = 2 sont 0,4 ; 2,3 et 5,5.

En observant la position de eq (\d\ba4()C ) par rapport à la droite d'équation  y = 2, on peut conjecturer  que l'ensemble des solutions de l'inéquation  f(x) ( 2  est [a , b] ( [c , + (]  avec  a Eq \o(–;\s\up2(()) 0,4,  
b Eq \o(–;\s\up2(()) 2,3  et  c Eq \o(–;\s\up2(()) 5,5 à 10( 1 près.
Petit lexique franco-anglais  (pour les TI version anglaise) :

1:fonction
1:Function

2nde
SHIFT
4:GraphNAff
4:PlotsOff

borne inf
lower limit

Borne Inf?
Left bound?

borne sup
upper limit

Borne Sup?
Right bound? 

calculs
CALC
Courbe 1
First Curve

Courbe 2
Second Curve

DébTbl
TblStart

déf table
TBLSET

dessin
DRAW

EffDessin
ClrDraw

entrer
ENTER

f(x)
Y=

fenêtre
WINDOW

graph stats
STAT PLOT
graphe
GRAPH

nbreDérivé
nDeriv

Pas
ΔTbl

table
TABLE

tangente
Tangent

trace
TRACE
Valeur Init?
Guess?

Valeur
value

var
VARS

Captures d'écrans de calculatrices Texas Instrument

Certaines calculatrices TI sont livrées avec un ensemble câble-logiciel TI-GRAPH LINK permettant la connexion de la calculatrice et d'un ordinateur. Cette connexion permet, en outre, de faire des captures d'écrans.

Si votre calculatrice n'est pas livrée avec TI-GRAPH LINK, vous pouvez l'acheter séparément, cela fonctionne avec toutes les calculatrices TI. Le logiciel TI-Connect, contenu dans le CD-ROM, est aussi téléchargeable sur le site : 

http://education.ti.com/educationportal/sites/FRANCE/homePage/index.html

rubrique : téléchargements

Une fois le téléchargement effectué, la démarche est assez simple :

· Reliez votre calculatrice et votre ordinateur avec le câble.

· Allumez votre calculatrice

· Lancez le logiciel TI-Connect.

· Double-cliquez sur l'icône TI ScreenCapture.

· Lorsque la recherche (de l'unité) est terminée, cliquez sur Sélectionner.

La capture de votre écran de calculatrice s'affiche alors.

Vous pouvez maintenant soit directement copier cette image et la coller sans la transformer, soit copier-coller vers un logiciel de traitement d'images comme Paint pour modifier l'image, soit utiliser l'icône Démarrer l'éditeur d'images qui demande d'enregistrer l'image au format bitmap avant de lancer automatiquement le logiciel Paint.

Attention le taille de l'image varie selon la technique employée : par exemple avec une insertion directe de l'image dans Word, la taille du fichier est de 23 Ko. Elle devient 87 Ko avec Paint et 61,5 Ko avec Paint via une image en bitmap.

36 élèves - 36 calculatrices

À signaler une production de l'IREM de Lyon, le CD-ROM 36 élèves-36 calculatrices qui est un peu ancien maintenant mais qui est en cours d'actualisation. De nouvelles fiches pour des modèles de calculatrices plus récents sont disponibles sur le site de l'IREM de Lyon :

http://math.univ-lyon1.fr/irem/spip.php?rubrique6

Ce travail est précieux pour les enseignants dans l'aide à leurs élèves pour faire fonctionner leurs calculatrices.
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Sens de la lecture
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