VOLUME D’UN TONNEAU

De tout temps, déterminer le volume d’un tonneau a posé des problèmes. Une méthode simple, mais contraignante, consiste à verser des seaux dont on connaît la contenance et à compter combien on peut en verser.

Mais il est vite apparu plus simple d’utiliser une formule qui exprimerait le volume V d’un tonneau en fonction des trois dimensions indiquées sur le schéma ci-dessous : la hauteur h du tonneau (distance entre les deux fonds), son diamètre maximum D et son diamètre minimum d. On néglige l’épaisseur ainsi que les irrégularités éventuelles de la paroi du tonneau ; on considère que les bases inférieures et supérieures sont identiques et que la section de diamètre D (appelée bouge du tonneau) est située à mi-hauteur du tonneau.
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I - Différentes formules de calcul approché du volume d’un tonneau

1. Johannes Kepler (mathématicien et astronome allemand,1571-1630) a établi la formule suivante pour calculer une valeur approchée V1 du volume d’un tonneau :

V1 =  eq \s\do1(\f(1;3)) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h hauteur SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \b(aire de la base inférieure + 2  aire de la base moyenne)

a) Montrer que  V1 =  eq \s\do1(\f(ph;12))  eq \b(d2 + 2 D2).
b) Calculer V1 (en litres, à l'unité près) pour h = 1,6 m, d = 0,86 m, D = 1,34 m en prenant  ( SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 3,14.
2. Dans un manuel de 1865, on indique comment calculer une valeur approchée V2 du volume d’un tonneau (formule de l'An II) :

· doubler le diamètre du bouge et à ce double-diamètre, ajouter le diamètre commun des fonds ;

· diviser la somme obtenue par 6 et faire le carré du quotient ;

· multiplier ce carré par  ;

· multiplier ce dernier produit par la hauteur du tonneau.

a) Montrer que  V2 =  eq \s\do1(\f(ph;36))  eq \b(d + 2D)\s\UP2(2).
b) Calculer V2 (en litres, à l'unité près) pour h = 1,6 m, d = 0,86 m, D = 1,34 m en prenant ( SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 3,14.
c) Un autre ouvrage propose une formule différente du calcul approché du volume d’un tonneau, donnée par  h eq \b\bc\[(\s\do1(\f(d;2)) + \s\do1(\f(2;3)) \b(\s\do1(\f(D;2)) ( \s\do1(\f(d;2))))\s\up6( 2). Montrer que le résultat de cette formule est aussi V2.
3. D’autres formules permettant de calculer des valeurs approchées du volume d’un tonneau sont données ci-dessous.

V3 =  eq \s\do1(\f(ph;256))  eq \b(3d + 5D)\s\UP2(2).
V4 =  eq \s\do1(\f(ph;16))  eq \b(d + D)\s\UP2(2).

V5 =  eq \s\do1(\f(ph;15)) eq \b(\s\do1(\f(3 d2;4)) + dD + 2 D2)
Calculer V3, V4 et V5 (en litres, à l'unité près) pour h = 1,6 m, d = 0,86 m, D = 1,34 m en prenant ( SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 3,14. Conclure (comparer les cinq volumes).

4. Réaliser une feuille de calcul d’un tableur permettant de calculer les 5 valeurs précédentes connaissant d, D et h (prendre ( SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 3,14).

5. Pour cette question uniquement, on suppose que d = D = 2 R (le tonneau est un cylindre !). À l’aide des cinq formules précédentes, montrer que le volume du tonneau obtenu est exactement celui d’un cylindre de hauteur h et de rayon R.

6. Pour cette question uniquement, on considère que le tonneau est constitué de deux troncs de cônes identiques juxtaposés de hauteur  eq \s\do1(\f(h;2)) et de rayons de bases  eq \s\do1(\f(d;2)) et  eq \s\do1(\f(D;2))
a) Montrer que le volume V du tonneau ainsi défini est donné par :
V =  eq \s\do1(\f(ph;12)) eq \b(d2 + dD + D2).

On rappelle que la formule donnant le volume d’un tronc de cône de hauteur H et de rayons de bases r et r’ est : 

 eq \s\do1(\f(p  H;3))
 eq \b(r2 + r’2 + r  r’)
.

b) Calculer V (en litres, à l'unité près) pour h = 1,6 m, d = 0,86 m, D = 1,34 m et prendre ( SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 3,14.
c) Si d = D = 2 R, montrer que le volume du tonneau correspond à celui d’un cylindre de hauteur h et de rayon R.
II - Quelques exercices… (en utilisant les notations de l'introduction)

1. Un tonneau a une hauteur h = 1,5 m et un diamètre minimum d = 0,85 m. Utiliser la formule de Kepler pour déterminer la valeur de son diamètre maximum D (en m, à 10(2 près) pour que le volume du tonneau soit V = ( (en m3).

2. On approche le volume V d’un tonneau par   eq \s\do1(\f(ph;36))  eq \b(d + 2D)\s\UP2(2).
a) Développer l’expression   eq \b(d + 2D)\s\UP2(2).
b) Lorsque d = 0,5 m et h = 1 m :
· donner l’expression du a) en fonction de D ;

· exprimer V en fonction de ( et D ;

· calculer, à l’aide d’une équation du second degré, la valeur de D correspondant à un volume de  eq \s\do1(\f(p;9)) (en m3).

3. On approche le volume V d’un tonneau par  eq ph \b\bc\[(\s\do1(\f(d;2)) + \s\do1(\f(2;3)) \b(\s\do1(\f(D;2)) ( \s\do1(\f(d;2))))\s\up8( 2)  avec h = 1,6 m, d = 0,86 m et D = 1,34 m.

a) Calculer le volume du tonneau en m3 (arrondir au dm3 près et ( SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 3,14).
b) Donner le volume de ce tonneau en litres. Écrire le résultat sous la forme écriture scientifique.
c) Ce même tonneau, dont la masse vide est de 30 kg, est rempli de cidre. Sachant que la masse m de liquide contenu dans le tonneau est donnée par la relation m = ( SYMBOL 180 \f "Symbol"\h V (où ( = 1 083 kg/m3 est la masse volumique de ce cidre, V est exprimé en m3 et m en kg), calculer la masse M (à 1 kg près) du tonneau plein.
d) Le tonneau est maintenant rempli d’un volume de liquide de 1,5 m3. Sa masse totale est de 2 000 kg. Le tonneau est-il rempli du cidre précédent ?
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MONTÉE AU REFUGE 

Marc et André partent ensemble pour une promenade au refuge de l'Ours. Chacun d'eux marche à allure constante. Après 30 minutes Marc, plus rapide, s'arrête pour une pause et 10 minutes plus tard, il est rejoint par André qui, lui, ne s'arrête pas et arrive au refuge exactement une heure après être parti.

Si la pause de Marc dure 20 minutes, qui arrivera le premier au refuge ? Et combien de temps avant l'autre ?

Expliquez votre raisonnement.
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