Courrier des lecteurs : une proposition de Stéphan Manganelli, LEGTA "Louis Giraud" de Serres Carpentras

LA FABULEUSE HISTOIRE DES NOMBRES MÉTAUX
…

Prologue

Tout a commencé un mois d’octobre alors que je cherchais ma route entre le chapitre « Continuité et tableaux de variations » et le chapitre « Nombres complexes : première partie »…

Plus je grimpais sur la montagne et plus il faisait froid ; pourtant je me rapprochais du soleil… Ce fut toute une histoire.

I -  Le nombre d’or ?

Voyez en ce point d’interrogation final un peu de plaisanterie (j’attaque fort !), juste pour dire que même si tout n’a pas été dit sur ce nombre, de nombreuses gents se sont bien attardées dessus…

On sait entre autre qu’il s’agit de la solution positive (souvent notée ) de l’équation  x2=1 + x  et que    =  eq \s\do1(\f(1 + \r(5);2)) Eq \o(–;\s\up2(()) 1,62.

Vous me permettrez de ne pas en dire plus…

II -  À la recherche du nombre d’argent…

Certes moins connu (on trouve trois bricoles si l’on tape nombre d’argent sur GOOGLE !) que le nombre d’or, le nombre d’argent peut être défini comme l’unique solution réelle de l’équation  x3 = 1 + x + x2.

Montrons cette existence et cette unicité, puis donnons une valeur… approchée et même exacte (soyons fous !) de ce nombre.

1 -  Étude de la fonction f3 définie sur EQ \o\al(I;\d\fo3()R) par  f3(x) = x3 – x2 – x – 1

f3 est continue et dérivable sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R), comme toute fonction polynôme.

Pour tout nombre réel x,  f3’(x) = 3x2 – 2x – 1.

Le discriminant de  3x2 – 2x – 1  est égal à 16, et le trinôme admet pour racines  –  eq \s\do1(\f(1;3)) et 1.

D’où le tableau de variations suivant pour f3 :

	x
	– (
	
	–  eq \s\do1(\f(1;3))
	
	1
	
	+ (

	f3’(x)
	
	+
	0
	–
	0
	+
	

	f3(x)
	– (
	
	–  eq \s\do1(\f(22;7))
	
	– 2
	
	+ (


 eq \o(lim;\s\do10(x ( + ()) f3(x) =  eq \o(lim;\s\do10(x ( + ()) x3 = + (  et   eq \o(lim;\s\do10(x ( – ()) f3(x) =  eq \o(lim;\s\do10(x ( + ()) x3 = – (.

De ce tableau de variations, on tire les informations suivantes :

· Sur [1 ; + ([,  f3(x) ≤ –  eq \s\do1(\f(22;7)) donc l’équation  f3(x) = 0  n’admet aucune solution.

· f3 (continue) est strictement croissante de [1 ; + ([ vers [– 2 ; + ([ ; donc on peut en déduire, puisque 0 SYMBOL 206 \f "Symbol"\h [– 2 ; + ([, que l’équation  f3(x) = 0  admet dans l’intervalle [1 ; + ([ une unique solution que l’on note 
Conclusion : 

Les deux informations précédentes permettent d’affirmer que l’équation  f3(x) = 0,  soit x3 = 1 + x + x2, admet dans EQ \o\al(I;\d\fo2()R) une unique solution. Cette solution appartient à ]1 ; + ([.

2 -  Localisation et approximation de la solution

Dans un premier temps, par dichotomie, on peut localiser  entre 1,8 et 1,9.

Puis, par balayage avec la calculatrice, on aboutit à l’encadrement d’amplitude 10– 2 suivant :

1,83 <  < 1,84.

3 -  Recherche d’une valeur exacte de  par la méthode de CARDAN

Tout d’abord pour pouvoir utiliser la méthode de CARDAN, on transforme x3 – x2 – x – 1 = 0, pour l’écrire sous la forme  X3 + pX + q = 0.

x3 – x2 – x – 1 = Eq \b(x – \s\do1(\f(1;3)))\s\up8( 3) –  eq \s\do1(\f(1;3)) x +  eq \s\do1(\f(1;27)) – x – 1 = Eq \b(x – \s\do1(\f(1;3)))\s\up8( 3) –  eq \s\do1(\f(4;3)) x –  eq \s\do1(\f(26;27)) = Eq \b(x – \s\do1(\f(1;3)))\s\up8( 3) –  eq \s\do1(\f(4;3)) Eq \b(x – \s\do1(\f(1;3))) –  eq \s\do1(\f(4;9)) –  eq \s\do1(\f(26;27))
 = Eq \b(x – \s\do1(\f(1;3)))\s\up8( 3) –  eq \s\do1(\f(4;3)) Eq \b(x – \s\do1(\f(1;3))) –  eq \s\do1(\f(38;27))
Résoudre l’équation  x3 – x2 – x – 1 = 0  revient à résoudre le système   eq \b\lc\{( \s(X = x– \s\do1(\f(1;3));X\s\up5(3) – \s\do1(\f(4;3)) X – \s\do1(\f(38;27)) = 0    (E1)))
a) - Soient u et v des nombres réels, on montre facilement que :

(u + v)3 –  eq \s\do1(\f(4;3)) (u + v) –  eq \s\do1(\f(38;27)) = u3 + v3 + (u + v) Eq \b(3uv – \s\do1(\f(4;3))) –  eq \s\do1(\f(38;27)).

On en déduit que, si u et v vérifient le système  ()   eq \b\lc\{( \s(u3 + v3 = \s\do1(\f(38;27));uv = \s\do1(\f(4;9)))), alors  u + v  est solution de l’équation (E1). Les nombres u3 et v3 sont solutions du système   eq \b\lc\{( \s(r + s = \s\do1(\f(38;27));rs = \s\do1(\f(64;729)))), donc de l’équation  r2 –  eq \s\do1(\f(38;27)) r +  eq \s\do1(\f(64;729)) = 0.
b) - Résolution de l’équation  r2 –  eq \s\do1(\f(38;27)) r +  eq \s\do1(\f(64;729)) = 0   (E2) :

Le discriminant de (E2) est  eq \s\do1(\f(1 188;729)) et ses deux racines sont   eq \s\do1(\f(19 – 3 \r(33);27))  et   eq \s\do1(\f(19 + 3 \r(33);27)).

c) - On peut alors en déduire les nombres réels u et v solutions de (), la solution de (E1), puis la valeur de .                             =  eq \r(3;\s\do1(\f(19 – 3 \r(33);27))) +  eq \r(3;\s\do1(\f(19 + 3 \r(33);27))) +  eq \s\do1(\f(1;3))
4 -  Illustration graphique

  [image: image1.jpg]



III -  Après l’or et l’argent…

Le nombre d’or, ultra connu, est la solution positive de  x2=1 + x.

Le nombre d’argent, vraiment moins connu, est l’unique solution de l’équation  x3 = 1 + x + x2.

Quant au nombre de bronze… ????, ne cherchez pas, je l’invente à l’instant.

Il vient de suite à l’idée d’étudier l’équation  x4 = 1 + x + x2 + x3.

1 -  Étude de la fonction f définie sur EQ \o\al(I;\d\fo3()R) par  f4(x) = x4 – x3 – x2 – x – 1

f4 est continue et (indéfiniment !) dérivable sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R), comme toute fonction polynôme.

Pour tout nombre réel x,  f4’(x) = 4x3 – 3x2 – 2x – 1  et  f4"(x) = 12x2 – 6x – 2.

Le discriminant de  12x2 – 6x – 2  est 132 et le trinôme admet pour racine   eq \s\do1(\f(3 – \r(33);12))  et   eq \s\do1(\f(3 + \r(33);12)).

D’où le tableau de variation suivant pour f4 :

	x
	– (
	
	 eq \s\do1(\f(3 – \r(33);12))
	
	 eq \s\do1(\f(3 + \r(33);12))
	
	
	
	+ (

	f4"(x)
	
	+
	0
	–
	0
	
	+
	
	

	f4(x)
	– (
	
	f4’ eq \b(\s\do1(\f(3 – \r(33);12))) < 0
	
	f4’ eq \b(\s\do1(\f(3 + \r(33);12)))
	
	
	
	+ (

	f4’(x)
	
	
	
	–
	
	
	0
	–
	

	f4(x)
	+ (
	
	
[image: image2]
	
	
	f4() ≤ 0
	+ (


Conclusion : 

L’équation  x4 = 1 + x + x2 + x3  admet deux solutions dans EQ \o\al(I;\d\fo2()R) dont une positive, on l’appelle  que l’on peut définir, par analogie avec les nombres d’or et d’argent, comme étant le nombre de bronze.

2 -  Les différentes approximations données par la calculatrice

 eq \s\do1(\f(3 – \r(33);12)) Eq \o(–;\s\up2(()) – 0,23  et   eq \s\do1(\f(3 + \r(33);12)) Eq \o(–;\s\up2(()) 0,73.   f4’ eq \b(\s\do1(\f(3 – \r(33);12))) Eq \o(–;\s\up2(()) – 0,75  et  f4’ eq \b(\s\do1(\f(3 + \r(33);12))) Eq \o(–;\s\up2(()) – 2,50.

1,28 <  < 1,29  et  f4() Eq \o(–;\s\up2(())  – 3,33. On en déduit que  1,92 <  < 1,93
3 -  Illustration graphique

[image: image3.wmf] 


4 -  Reste à trouver la valeur exacte de 
Ma folie s’arrête là !

IV -  La ruée vers l’or

Et là… et là… vous ne remarquez rien ?!… 1,62… 1,84… 1,92… ça tendrait pas vers 2 ça ?

Résumons et expliquons le "ça" :

i est la solution positive de  x2=1 + x ;

 est l’unique solution de x3 = 1 + x + x2 ;

 est la solution positive de x4 = 1 + x + x2 + x3 ; etc.

La suite des solutions positives (uniques ?) successives des équations  xn = 1 + x + x2 + ... + xn – 1  (n ( 2)  convergerait-elle vers 2 lorsque n tend vers l’infini ?

Alors pour commencer, je demande à l’ami Hubert
 qui manipule bien DERIVE de me « vérifier » ça ! et voici ce que donnent les courbes métalliques :
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Comme dirait l’autre t’es toujours dans la conjecture… reste le plus beau, la DÉMO !!! et je m’y colle… voilà ce que j’esquisse sur un vieux cahier à spirales, un peu mis au propre bien sûr :

* Il s’agit de résoudre  xn = 1 + x + x2 + ... + xn – 1.

Je remarque que je peux remplacer le second membre  1 + x + x2 + ... + xn – 1  par  eq \s\do1(\f(1 – xn;1 – x))  à condition que  x SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 1 ; or on remarque que, comme  n ( 2, 1 n’est pas solution de l’équation.

Donc finalement :

Résoudre  xn = 1 + x + x2 + ... + xn – 1  revient à résoudre  xn =  eq \s\do1(\f(1 – xn;1 – x)), 

soit  xn (1 – x)=1 – xn  et  x SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 1. Finalement, les solutions de xn = 1 + x + x2 + ... + xn – 1  sont celles différentes de 1 de  xn + 1 – 2xn + 1 = 0.

* Reste à étudier la fonction  gn : x ((( gn(x) = xn + 1 – 2xn + 1.

gn est dérivable sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R) et pour tout x réel,  gn’(x) = (n + 1) xn – 2nxn – 1 = xn – 1 [(n + 1) x – 2n]

gn’(x) = 0  SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  xn – 1 [(n + 1) x – 2n] = 0    SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  x = 0  ou  x =  eq \s\do1(\f(2n;n + 1))
Tableaux de variations

n pair : 

	x
	– (
	
	0
	
	1
	
	 eq \s\do1(\f(2n;n + 1))
	
	n
	
	2
	
	+ (

	xn – 1
	
	–
	0
	
	+
	
	
	
	
	+
	
	
	

	(n + 1) x – 2n
	
	–
	
	
	–
	
	0
	
	
	+
	
	
	

	gn’(x)
	
	+
	0
	
	–
	
	0
	
	
	+
	
	
	

	gn(x)
	– (
	0
	1
	
	0
	
	gn eq \b(\s\do1(\f(2n;n + 1)))
 < 0
	
	0
	
	1
	
	+ (


n impair : 

	x
	– (
	
	0
	
	1
	
	 eq \s\do1(\f(2n;n + 1))
	
	n
	
	2
	
	+ (

	xn – 1
	
	+
	0
	
	+
	
	
	
	
	+
	
	
	

	(n + 1) x – 2n
	
	–
	
	
	–
	
	0
	
	
	+
	
	
	

	gn’(x)
	
	–
	0
	
	–
	
	0
	
	
	+
	
	
	

	gn(x)
	+ (
	
	1
	
	0
	
	gn eq \b(\s\do1(\f(2n;n + 1)))
 < 0
	
	0
	
	1
	
	+ (


Le théorème des fonctions continues strictement monotones permet de placer les zéros de la fonction gn à condition de prouver que  gn eq \b(\s\do1(\f(2n;n + 1))) < 0. Ceci est dû au fait que gn est strictement décroissante sur  eq \b\bc\[(0 \; \s\do1(\f(2n;n + 1))), puisque sa dérivée y est strictement négative, et que  gn(1) = 0. 

Dans tous les cas, il existe un unique réel positif n distinct de 1 tel que  gn(n) = 0.
On démontre alors le résultat escompté :

·  pour n pair (c’est le cas pour le nombre d’or !), l’équation  xn = 1 + x + x2 + ... + xn – 1  admet une solution strictement négative et une solution n dans l’intervalle  eq \b\lc\]\rc\[(\s\do1(\f(2n;n + 1)) \; 2) ;

· pour n impair (c’est le cas pour le nombre d’argent !), l’équation  xn = 1 + x + x2 + ... + xn – 1  admet une solution strictement négative et une solution n dans l’intervalle  eq \b\lc\]\rc\[(\s\do1(\f(2n;n + 1)) \; 2).

On conclut avec le théorème des gendarmes que   eq \o(lim;\s\do8(n ( + ())n = 2.
Épilogue

Pour tout vous avouer, j’ai bien cru l’espace d’un moment – oh pas très long – que j’avais fait une grande découverte…

Je commence par en parler à Hubert, à d’autres collègues… : « connaît pas ! »

On me conseille d’écrire à Jean FROMENTIN, responsable de la rubrique problèmes du bulletin vert de l’APMEP… là, tellement de problèmes ont été visités… Jean : « connais pas… même le nombre d’argent… mais je vais passer l’info à Serge PARPAY, responsable de la rubrique Exercices de ci, de là… ».

Ah ! il faut que je vous dise aussi (rendons à mon prof ce qui est à mon prof !) que la dénomination nombre d’argent m’avait été donnée (sur un devoir maison) par mon prof de Terminale C en 1986.

Bref ! Je continue mes recherches… j’ai l’honneur de rencontrer Jean-Louis PIEDNOIR
, et me voilà reparti dans ma quête… Jean-Louis : « jamais entendu parler… mais… je prends une feuille, un crayon… et effectivement ça marche bien tout ça ! » (Il va beaucoup plus vite que moi !!! et surtout d’une façon plus, allez, je ne vais pas trop me faire du mal,… plus fine…).

Alors là ! Je me dis… t’es tout proche du soleil et pourtant t’as de plus en plus froid… tu m’étonnes !

Tout s’écroule !

… entre temps Jean a transmis aussi le problème à un autre collègue responsable de la rubrique Problèmes de Corol’aire, qui a fait des recherches…

Je lui laisse le mot de cette fin tragique ; voilà ce qu’il me répond à travers Jean :

« Voici un petit résumé, traduit en français, de ce que j’ai pu trouver à l’adresse : http://Mathworld.wolfram.com/Fibonaccin-StepNumber.html 

On définit une généralisation de la suite de Fibonacci, appelée n-step Fibonacci sequence par les anglo-saxons (je ne sais pas s’il existe un équivalent fixé de ce nom en français), de la façon suivante :
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 pour k > 2. On peut établir que 
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Le collègue a retrouvé par lui-même une propriété déjà établie. Il peut en être légitimement fier mais il ne peut prétendre à la priorité sur ce résultat. Il est très difficile de découvrir quelque chose de neuf, surtout avec des moyens élémentaires, autour d’une suite aussi ancienne et étudiée que celle de Fibonacci. Il existe même une revue américaine appelée Fibonacci Quaterly uniquement consacrée à ce thème. 

Pour ce qui concerne la  démonstration de la propriété : 
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, j’en ai bricolée une qui ne nécessite pas non plus de connaissances supérieures à celles d’une T. S. Sans doute est-ce la même que celle du collègue… » ; 

et il livre sa démo qui, en effet, est la même que la mienne (en mieux rédigée, car la mienne est toujours en esquisse sur le cahier à spirales).

FIN.

Je remercie toutes les personnes citées plus haut pour m’avoir suivi dans cette petite aventure… aidé, éclairé, supporté, …

Et merci à vous lecteurs d’être allés jusqu’au bout !

Stéphan.







Représentation de f4














Représentation de f3




















� Je les ai appelés comme ça !


� Francis COMBES, Petites leçons de choses.





� Hubert RAYMONDAUD, mon compagnon d’âme(athématique).





� Inspecteur général de mathématiques.
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