LE PROBLÈME D’ARNAUD

C’est dimanche, nous sommes en famille et il est assez rare que l’on vienne mettre sur la table un problème de mathématiques relevant d’une situation bien concrète rencontré dans le travail.

Arnaud travaille dans la ferronnerie. Il fait des portails, des cadres, des balustres et encore bien des choses qu’il faudrait regarder et non pas raconter.

Ce dimanche, Arnaud est parmi nous. Il vient me voir et me dit qu’il aimerait bien résoudre un problème.

L’entreprise doit faire des cadres métalliques rectangulaires de longueur L et de largeur l. Ces cadres sont faits avec des tubes rectangulaires de largeur e. Ces cadres sont renforcés par une diagonale (voir dessin).

Voici le principe de construction du cadre : on découpe les bouts dans une longue barre en respectant les angles pour que les soudures soient plus faciles à réaliser.

Par exemple, pour joindre les bouts AEFB et AEHD, on effectue une soudure suivant le segment [AE] et ainsi de suite. L’angle de coupe pour construire le rectangle n’est pas trop difficile à obtenir :

Une mesure de l’angle

);EAB) eq \o(\s\up6( est 45°. 

Mais le problème d’Arnaud ne concerne pas la mesure de cet angle. En fait, Arnaud utilise un logiciel pour pouvoir construire le cadre. Pour cela, il introduit trois données dans l’ordinateur : L, l, et e et dans ce cas, la mesure de l’angle 
 eq \o(\s\up6();MEF)
 apparaît à l’écran, sans aucune explication.

Arnaud aurait donc aimé savoir comment on pouvait obtenir la mesure de cet angle.




Choix de l’inconnue et mise en équation

Notons α la mesure de l’angle 
 eq \o(\s\up6();MEF)
 exprimée en radians.

En appliquant le théorème de Pythagore dans le triangle EFM, rectangle en F, il vient : 

EF² + FM² = EM²

Exprimons EF, FM et EM en fonction de L, l, e et α.

EF = L – 2e 

FM = l – 2e ( 
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Justifications :

· Pour FM : 

L’utilisation de la trigonométrie dans le triangle dont l’hypoténuse est [MG] permet de conclure que : 

MG = 
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Il vient donc que : FM = l – 2e ( 
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· Pour EM : 

L’utilisation de la trigonométrie dans le triangle EFM permet de conclure que : EM = 
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De ce qui précède, on déduit que :

(L – 2e)² + l – 2e ( 
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On obtient ainsi une équation du second degré de la forme : acos²α + bcosα + c = 0.

Les coefficients de cette équation sont alors :

a = (L – 2e)² +(l – 2e)²


b = (2e(l – 2e)

c = e² ( (L – 2e)²

Résolution de l’équation :

· Signe de ( :

La construction du problème impose que la longueur et la largeur intérieures du cadre soient supérieures à e, donc que :

L – 2e > e (1) 
et
 l – 2e > e (2)

(1) entraîne que (L – 2e)² > e² donc que c < 0

a  est une somme de carrés non nuls donc a  est strictement positif.

Conséquence : ( = b² ( 4ac > 0

· Obtention des solutions de l’équation :

Le signe de ( implique l’existence de deux solutions distinctes données par :

x1 = 
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x2 = 
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· Réponse au problème posé : élimination d’une des solutions

Seule une réponse positive nous intéresse dans le problème posé ( en effet, α SYMBOL 206 \f "Symbol"\h eq \b\lc\]\rc\[(0 \o(\s\up2(.);,) \s\do1(\f(p;2))  ) implique cos α > 0).

(2) entraîne que l – 2e > 0 donc que x2 > 0.

Le produit des racines vaut : P = 
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Comme a > 0 et c < 0 alors P < 0.

Donc x1×x2 < 0 et x2 > 0

Inéluctablement, il vient que : x1 < 0

La seule solution du problème est donc : cos = 
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L’utilisation de la fonction arccosinus via la calculatrice permet d’obtenir la valeur de l’angle α, exprimé en radians, qu’il est aussi possible de convertir en degré.

Applications numériques :

Dans le tableau ci-dessous, on trouve la valeur correspondante de α lorsqu’on indique quelques valeurs possibles de L, l et de e.

	L
	5
	10
	6,97
	4
	8

	l
	4
	8
	3,56
	2
	6

	e
	0,1
	0,1
	0,3
	0,5
	1,9

	α (en rad)
	0,65
	0,66
	0,39
	0,16
	0,07

	α (en °)
	37,4
	38,1
	22,5
	9,3
	4
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