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Construction d’un manche de guitare

Relation entre Mathématiques et musique

« Avec ma guitare à la main, j’ai peur de rien » (Peur de rien blues, Jean-Jacques Goldman)

La guitare, instrument de musique pratiquée par des joueurs bien connus comme Jimmy Hendrix, Eric Clapton, Georges Brassens, est un instrument à cordes qui peut nous intéresser d’un point de vue mathématique.

Une guitare est constituée d’une caisse, de cordes, d’un manche sur lequel sont posées des barrettes métalliques appelées frettes. 
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Lorsqu’on pose un doigt entre deux frettes (c’est-à-dire dans une case), on dit que l’on pince une corde, on fait alors sonner la partie droite de la corde. 

La fréquence du son est alors inversement proportionnelle à la longueur de la corde vibrante. Donc, plus la longueur de corde est petite, plus la note est aigue.

Mais l’oreille est sensible au rapport des fréquences.

Si on considère quatre sons de fréquences N1, N2, N3, N4 tels que :

 eq \s\do1(\f(N2;N1)) =  eq \s\do1(\f(N4;N3)) , les écarts sont perçus comme égaux.

L’intervalle entre deux sons est donc  eq \s\do1(\f(N2;N1)).

1. Quelques notions d’intervalle en musique.

Tout le monde connaît la gamme :

Do 
Ré
Mi
 Fa 
Sol
La
Si
Do

Quand on veut jouer une partition dont la note est trop grave ou trop aigue, il faut introduire pour des raisons harmoniques (pour que ce soit joli à l’oreille) des notes intermédiaires. On obtient alors une gamme composée de treize notes séparées par 12 demi-tons. 

Pour simplifier, on admettra qu’un demi-ton est un intervalle minimal entre deux notes.

Les treize notes sont donc:

Do
Do#
Ré
Ré#
Mi
Fa
Fa#
Sol
Sol#
La
La#
Si
Do

Remarque : Do# se lit Do dièse

Cependant, la première note pour chaque corde n’est pas Do. Par exemple, pour la deuxième corde, lorsqu’on joue la corde et qu’aucun doigt n’est posé sur le manche (on dit que l’on joue la corde à vide), on obtient un La. La est alors appelé la note fondamentale.

Par conséquent, les treize notes sont donc :

La
La#
Si
Do
Do#
Ré
Ré#
Mi
Fa
Fa#
Sol
Sol#
La

2. Assez de théorie musicale, revenons à la guitare

Arrêtons le solfège. 

Passons maintenant à un autre type de cauchemar pour certains de nos élèves (peut-être les mêmes) : les mathématiques.

Notons l1 la longueur de corde vibrante lorsque le doigt est posé sur la première case en partant du haut du manche. On définira de la même façon l2, l3, l4, …, l12. l0 est donc la longueur de corde lorsque l’on joue la corde à vide.
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Ainsi, comme on l’a vu :

 eq \s\do1(\f(l1;l0)) =  eq \s\do1(\f(l2;l1)) = … =  eq \s\do1(\f(l12;l11)) = q
(ln)nSYMBOL 206 \f "Symbol"\h

EQ \o\al(I;\d\fo2()N) est donc une suite géométrique de premier terme l0 et de raison q.

De plus lorsqu’on pince une corde à la moitié de sa longueur, on retrouve la même note plus aigue (à l’octave). Cette note correspond à la douzième frette.

D’où l12 =  eq \s\do1(\f(1;2)) l0.

On peut donc en déduire que q =  eq \b(\s\do1(\f(1;2)))\s\up13(\f(1;12)).

ln = l0 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \b(\b(\s\do1(\f(1;2)))\s\up13(\f(1;12)))\s\up23(n)
3. Exercice d’application

La longueur d’une corde est 60 cm.

En utilisant la relation établie ci-dessus, répondre aux questions suivantes (vous donnerez les résultats à 10-3 près) :

a)  Calculer l1 et l2.

b)  On sait qu’une frette se situe à 44,949 cm du chevalet. A l’aide de la calculatrice, déterminer de quelle frette il s’agit.

c)  Compléter le tableau suivant :

	n
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	ln
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


d) i) 
Vérifier l7 SYMBOL 187 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(2;3)) l0
ii) 
Si la note de la corde  à vide est La,  la suite de notes sur cette corde est : 

La
La#
Si
Do
Do#
Ré
Ré#
Mi
Fa
Fa#
Sol
Sol#
La

À quelle note correspond cette 7e frette ?

iii) En utilisant le tableau ci-dessous, déterminer le rang de la note de la 7e frette

	Note
	La
	Si
	Do#
	Ré
	Mi
	Fa#
	Sol#
	La

	Rang de la note
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8



 C’est pour cette raison que l’intervalle entre le La et cette note s’appelle la quinte.

e)  Représenter un manche de guitare et les frettes à l’échelle  eq \s\do1(\f(1;5)).

4. Quelques remarques

a) Nous avons traité, dans cette présentation succincte d’une guitare, une seule gamme dite « tempérée ». Cette gamme « tempérée » était utilisée par J.S. Bach. Mais il existe d’autres façons de générer des gammes de musique en particulier une gamme n’utilisant que les nombres  eq \s\do1(\f(1;2)) et  eq \s\do1(\f(2;3)) et leurs puissances. Cette gamme a été utilisée par Pythagore.

b) On aurait pu aussi s’intéresser aux fréquences. En effet, on sait que lorsqu’on pince la corde la plus aigue à la 5e frette, on obtient un La qui vibre à 440 Hz. La suite géométrique des fréquences ayant pour raison 212, on peut en déduire simplement les fréquences des autres notes. 

c) Si ce sujet vous intéresse, vous pouvez consulter : Maths et musique Hors série n° 11 de Tangente.

De plus, de nombreux sites Internet traitent de la relation entre les maths et la musique…
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� Cette suite de notes est issu du poème :


Ut queant laxis / Resonare fibris / Mira gestorum / Famuli tuorum / Solve polluti / Labii reatum / Sancte Johannes": (Paul Diacre, poète (730-799))


Ut a été remplacé par Do


Le J de Johannes pouvait aussi s’écrire i


La traduction de ce poème est :


"Pour que puissent résonner sur les cordes détendues de nos lèvres les merveilles de tes actions, enlève le péché de ton impur serviteur, ô Saint Jean"). C’est un hymne à Saint Jean Baptiste.
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