Variables aléatoires discrètes

Quelques exemples qui font suite à l’article paru dans le bulletin PY-MATH n°14.

On donne, sous forme graphique, la loi de probabilité d'une variable aléatoire discrète H. (La graduation de l'axe des ordonnées a malencontreusement été effacée !)

[image: image1.emf]-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5


1) Quelles sont les valeurs que peut prendre H ?

2) Donner sous forme d'un tableau la loi de probabilité de cette variable aléatoire H.

3) Calculer E(H). 

Remarque : On peut simuler une telle loi sur un tableur, il y a plusieurs façons de procéder. 

Par exemple : mettre dans une cellule A1 la formule : =alea().
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Dans les quatre cellules suivantes, on écrira respectivement les formules: 

=SI(A1<=0,2;-3;"")

=SI(ET(A1>0,2;A1<=0,5);-1;"")

=SI(ET(A1>0,5;A1<=0,6);2;"")

=SI(A1>0,6;3;"")

En utilisant la touche F9 (recalcul) on verra s’afficher les valeurs par la variable aléatoire H avec les probabilités correspondantes.

Exercice 1 Jeux de hasard : le jeu du KENO 

Pour comprendre l'importance de l’espérance d’une variable aléatoire dans les jeux de hasard, utilisons le jeu, bien connu, du KENO.

Rappelons brièvement les règles de ce jeu.

Une urne contient 70 boules numérotées de 1 à 70. Par un moyen, à voir à la télévision, on prélève une à une et sans remise 20 boules que l'on déclarera gagnantes.

Pour jouer, on doit cocher de 2 à 10 numéros sur une grille comportant, bien sûr, les 70 numéros.
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C'est donc le joueur qui fait le choix du nombre de numéros cochés. Pour plus de précisions sur les règles du jeu, consulter le site 


http://www.fdjeux.com/jeux/keno/keno-s-regles.php

Dans la suite, pour simplifier, on considère uniquement les grilles où exactement 7 numéros sont cochés.

La mise possible est de 1, 2, 3, 4 ou 5 €. Pour simplifier, on suppose que la mise est de 1 €.

Notons X la variable aléatoire prenant pour valeur le gain réel du joueur au cours d'une partie (réel car on tient compte de la mise, on parle aussi de gain algébrique). En cas de perte, le gain réel sera donc égal à – 1 € et non pas 0 €.

Il ne faudra donc pas oublier de retrancher la mise au gain annoncé dans le tableau ci-joint.

En s'aidant du tableau ci-dessous fourni par la Française des jeux et que l'on retrouve sur chaque bulletin, donner les valeurs que peut prendre la variable aléatoire X.
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COMMENT JOUER AU KENO ?
Remplissez au stylo bleu ou noir de | a 5 grilles ¢
en cochant 2, 3, 4,5,6,7,8,9 ou 10 numéros par
grille ou demandez un systéme Flash a votre
détaillant.

Cochez, sous chaque grille, la mise de votre choix :
1€, 2€, 3€, 4€ ou 5€, ainsi que le nombre de
tirages successifs auxquels vous désirez
participer:

Il 'y a 2 tirages par jour : a chaque tirage, 20
numéros gagnants sont tirés au sort.

Pour connaltre vos gains, reportez-vous au tableau
de lots ci-contre.

Le paiement des gains s'effectue dés 14h30 pour le
tirage de 13h45 et dés 22h00 pour le tirage de
21h00 (heures de métropole). Pour un abonnement,
les gains sont payables | heure apreés le dernier
tirage auquel vous participez.
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GAGNEZ AVEC LE NUMERO JACKPOT : DAl 2

| numéro JACKPOT vous est offert pour |€ misé. Isur9 8
Lors de chaque tirage KENO, un numéro

JACKPOT, composé de 7 chiffres est tiré au sort. i : it ;:9

Vous avez les 7 chiffres dans I'ordre, vous
gagnez le Jackpot ! R
Son montant augmente de 10.000€ par tirage
jusqu'a ce qu'il soit gagné. 2
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IMPORTANT : La participation au Keno implique I'adhésion au réglement publié au Journal Officiel et a la réglementation des jeux de loterie.

Si lors d'un tirage, le total des lots correspondant & [0 n® trouvés pour 10 n° cochés excéde 20.000.000 € (soit plus de 100 grilles & | € gagnantes) et/ou le total des lots correspondant a
9 n® trouvés pour 9 n° cochés excéde 5.000.000 € (soit plus de 100 grilles & | € gagnantes) et/ou le total des autres lots, y compris le Jackpot s'il est gagné, excede 25.000.000 €, le montant
de chaque lot payé sera réduit proportionnellement pour ne pas excéder chacun de ces plafonds prévus dans le réglement du jeu. Ceux-ci sont communs avec la Polynésie francaise.

“a POUR TOUTE INFORMATION, ADRESSEZ-VOUS A :
. FRANCAISE DES JEUX LA FRANCAISE DES JEUX - RELATIONS JOUEURS - 92523 NEUILLY-SUR-SEINE CEDEX OU SUR INTERNET : www.fdjeux.com
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2)
Toujours en utilisant ce document, donner la loi de probabilité de X.
3)
Justifier le résultat suivant, que l’on peut lire dans le tableau : P(X = 69) =  eq \s\do1(\f(1;619)). 
(X = 69 est le gain réel correspondant à 6 numéros gagnants sur 7 cochés dans la grille).

Remarque : Dans le document du KENO, on ne lit pas 69 mais 70. Mais on rappelle que X représente le gain réel, à savoir dans ce cas  70 – 1 = 69.

Pour obtenir la probabilité donnée  eq \s\do1(\f(1;619)), déterminons le nombre de façons d’avoir dans une grille où sur 7 numéros cochés, exactement 6 numéros sont gagnants (et donc 1 non gagnant).

On peut obtenir les 6 numéros gagnants de  eq \b(\a\ac\hs4\co1(20;6)) façons et le seul numéro non gagnant de la grille de  eq \b(\a\ac\hs4\co1(50;1)) façons.

Le nombre de grilles de 7 numéros cochés comportant exactement 6 numéros gagnants est donc   eq \b(\a\ac\hs4\co1(20;6)) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \b(\a\ac\hs4\co1(50;1)) = 38 760 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 50, soit 1 938 000.

Le nombre total de grilles différentes que l’on peut remplir est  eq \b(\a\ac\hs4\co1(70;7)), soit  1 198 774 720.

La probabilité cherchée est   eq \s\do1(\f(1 938 000;1 198 774 720)), soit à peu près  eq \s\do1(\f(1;619)).

4)
Calculer E(X) à l’aide des probabilités données dans la grille sous forme de fraction. Interpréter ce résultat. 

On obtient E(X) = – 0,459.

5)
On peut lire dans le tableau qu'il est possible d’avoir un gain supérieur à la mise en n'ayant coché aucun numéro gagnant. Dans quel cas ? 

6) Un peu de calcul de probabilité. On peut obtenir des statistiques au sujet de ce jeu (consulter le site). Sur 3 837 parties, le n° 1 est sorti 1 090 fois. Mais au fait, quelle est exactement la probabilité que le n° 1 fasse partie des 20 numéros gagnants ?

Remarques : 

1) Pour une mise de 2, 3, 4 ou 5 €, les gains mentionnés dans la dernière colonne du tableau précédent sont à multiplier respectivement par 2, 3, 4 ou 5.

2) Les probabilités sont données sous la forme  eq \s\do1(\f(1;a)) où a est un entier naturel différent de 0.

Exercice 2 Variables aléatoires et GEOPLANW.

Pour limiter les difficultés liées à la géométrie, il est conseillé de faire découvrir cet exemple aux élèves en s'appuyant sur le logiciel GEOPLANW.

Comme illustré ci-dessous, on considère un cercle de centre O et de rayon 4 cm, dans lequel on a inscrit un hexagone régulier ABCDEF. Certaines longueurs et aires sont données à 10-2 prés. 
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Questions préliminaires : Relations métriques dans un triangle

1) Calculer, en cm, la longueur du segment [AB] et celle de [AC]. Vérifier ces résultats avec la fonction Affichage Longueur d'un segment du logiciel GEOPLANW.

2)
Calculer, en cm², les aires exactes des triangles ABC, ABD et BDF. Vérifier ces résultats avec la fonction Affichage Aire d'un triangle du logiciel de GEOPLANW.

Variable aléatoire et calcul d'aire 


Une urne contient six jetons identiques portant les lettres A, B, C, D, E et F. Ces lettres représentent les sommets de l'hexagone régulier ci-dessus.

On tire au hasard et simultanément trois jetons de l'urne. A chaque tirage correspond donc un triangle dont les sommets sont nommés par les lettres inscrites sur les trois jetons tirés.

1) Combien peut-on former de triangles distincts ?

2) Combien peut-on former de triangles rectangles distincts ?

3) Combien peut-on former de triangles isocèles non équilatéraux distincts ?

4) Soit X la variable aléatoire qui à chaque tirage de trois lettres, associe l'aire, en cm², du triangle ainsi formé.

4-1) Quelles sont les valeurs que peut prendre la variable aléatoire X ?

4-2) Vérifier que  pEq \b(X = 4\r(3)) =  eq \s\do1(\f(3;10)).

4-3) Déterminer la loi de probabilité de X. 

Variable aléatoire et longueur d'un segment 

On tire simultanément et au hasard deux jetons de l'urne. Soit Y la variable aléatoire qui à chaque tirage de deux lettres, associe la longueur, en cm, du segment dont les extrémités sont nommées par les lettres inscrites sur les jetons tirés.

5) Quelles sont les valeurs que peut prendre la variable aléatoire Y ?

6) Montrer que  p(Y = 4) =  eq \s\do1(\f(2;5)).

7) Déterminer la loi de probabilité de Y ?
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