Un module en seconde GT : observer - conjecturer - prouver

Cette activité a été menée conjointement par trois enseignants du groupe PY-MATH en début d’année scolaire lors d’une heure de module en classe de Seconde GT. Les pré-requis concernent seulement les règles de calcul sur les fractions. Cette séance peut donc être réalisée en début d’année scolaire sans aucun souci et donne l’occasion d’une vraie activité mathématique dès les premières semaines.

Nous avions décidé d'une fiche commune à distribuer aux élèves, fournie ci-dessous, et nous avions convenu de garder quelques traces des bilans réalisés au tableau, notamment un bilan collectif des différentes conjectures émises en prévoyant, pour chacune d’elles : Vrai/Faux ? Pourquoi ?

Pour une meilleure lisibilité du compte rendu de cette activité, nous nous nommerons : Mme Germain, Mme Agnesi, M. Galois (sans aucune prétention…).

Il s'agit du compte-rendu de la séance réalisée par Mme Germain, étoffé des commentaires de ses deux éminents collègues ! 

Déroulement de l’activité : La fiche suivante est distribuée à chaque élève.

Calculer – Observer – Imaginer – Conjecturer – Prouver

1°) Calculer :
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Que peut-on observer?

2°) Imaginer quelques exemples du même type :

3°) Conjecturer 

Écrire en Français la règle générale qui semble se dégager :

Écrire en langage mathématique l'affirmation retenue par le groupe des 3 élèves :

4°) Prouver 

Conjecture émise par la classe :

Preuve :

Première étape : Calculer – Observer

	La première question a été préparée à la maison. Un bilan oral est réalisé avec une trace écrite au tableau. L’observation se résume pour l’instant à constater l’égalité entre sommes et produits.
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Deuxième étape : Imaginer

Devant la difficulté qu’éprouvent certains élèves à trouver des cas du même type, Mme Germain propose de garder trace des essais qui ne "fonctionnent" pas, ici les élèves ont seulement remarqué que les numérateurs des deux fractions étaient identiques.
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A noter, dans la classe de M. Galois, des élèves sont partis sur un "exemple qui ne marche pas" (dixit un élève) : 
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. La recherche du "pourquoi" a été pour ces élèves l’élément déclencheur et accélérateur dans la suite du travail. Les élèves observent dans leur (contre) exemple que la somme des dénominateurs n’était pas égale au numérateur. Plus rapidement que d’autres, qui eux avaient facilement imaginé d'autres cas, ces derniers parviennent à établir une conjecture acceptable.

Mme Agnesi qui a constitué deux groupes, passe du temps avec le premier à réfléchir sur des exemples qui ne "marchent" pas mais constate que rien ne vaut l'expérience personnelle. Dans son deuxième groupe, elle fait le choix de laisser au tableau des exemples "faux", un élève propose même un cas avec des numérateurs différents.

Troisième étape : Conjecturer

Tout d’abord, un point est fait collectivement dans la classe de Mme Germain sur le sens du mot "conjecturer". Clément propose : "supposer". Il est retenu la définition suivante enrichie : 

« émettre des suppositions sur quelque chose qui semble vrai ».

Ensuite, la recherche d’une conjecture se fait individuellement (en langue française), puis par groupe de trois élèves (en langage mathématique). Nous avions pensé que proposer aux élèves d’écrire d’abord en langue française, puis en langage mathématique leur faciliterait la tâche. En fait, il n’en a rien été, le travail se faisant simultanément, voire d’office avec le langage mathématique.

C’est une étape difficile pour certains. Quand Mme Germain insiste sur ce qui fait la différence entre les cas qui "fonctionnent" et ceux qui "ne fonctionnent pas", Antoine décrit : 8 + 4 = 12; 5 + 9 = 14; 6 + 10 = 16. 

Alors, il vient l’observation générale : la somme des dénominateurs donne le numérateur et a + b = c. Reste à énoncer une règle, certains élèves perdant alors de vue qu’il s’agit de deux fractions dont on étudiait somme et produit. Quelques groupes ont du mal à se mettre d’accord sur une formulation commune : dans quel sens l’écrit-on ? Si b + c = a, alors 
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 ou bien dans l’autre sens, si 
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, alors b + c = a. Un seul groupe, rapidement à la surprise de Mme Germain, propose l’énoncé : 
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Le bilan est fait au tableau :
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NB : On peut observer que les élèves n’ont pas posé la condition a ( 0.

Nous avions au départ prévu pour chaque affirmation proposée, qu’un débat aurait lieu : vrai ou faux ? pourquoi ? avant que la classe ne décide d’une conjecture commune, pensant faire éliminer les propositions clairement fausses par des contre-exemples. La réalité fut autre chez Mme Germain, puisque les conjectures proposées furent proches et toutes vraisemblables.

A noter néanmoins que Mme Germain, ayant donné cette recherche en devoir à la maison l’an dernier, avait noté chez plusieurs élèves la conjecture : 
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, où un simple contre-exemple suffit à infirmer l’affirmation ! Serait-ce la preuve qu’avec un travail collectif, on peut plus facilement rectifier des erreurs ?

Devant les propositions des différents groupes, Mme Germain demande s’il y a des propositions équivalentes. Après débat, les propositions de Florian et Élodie jugées équivalentes dans un premier temps sont qualifiées de réciproques par Antoine. Mme Germain demande alors : pensez-vous que les deux groupes proposent tous les deux des conjectures vraisemblables ? La réponse est unanime : oui ! Mme Germain questionne de nouveau : y a-t-il une proposition qui vous paraît différente ? Bien sûr, celle du groupe de Philippe est jugée différente par sa forme, mais pas par son contenu. La classe décide alors d’une conjecture commune, rejetant celle du groupe de Philippe qui paraît moins claire (pas pour Mme Germain! mais elle ne décide pas, quoique... elle ne peut s’empêcher d’intervenir pour proposer une formulation avec des équivalences).

Voici une trace du tableau chez Mme Agnesi, avec les propositions des élèves accompagnées de commentaires :
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Quatrième étape : Prouver

Faute de temps, dans la classe de Mme Germain, il a été demandé de rechercher chez soi la preuve. Les résultats furent prévisibles : pour beaucoup d’élèves, le travail a consisté à vérifier d’autres exemples, bien que certains avaient conscience de ne pas acomplir vraiment leur tâche de démonstration.

Pour Mme Agnesi, le temps a manqué aussi. Dans la recherche à effectuer à la maison, aucun élève n'a proposé de démonstration (mais 96 exemples numériques sont venus enrichir l'énoncé).

L’effectif de la classe de M. Galois étant restreint, la démonstration de l’équivalence : 

«  eq \s\do1(\f(a;b)) +  eq \s\do1(\f(a;c)) =  eq \s\do1(\f(a;b)) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(a;c))  équivaut à  b + c = a ; a, b, c étant 3 réels non nuls »

a pu être abordée. Force est de constater qu’au démarrage, le maniement de l’équivalence n’a pas été facile. Un petit coup de pouce fut nécessaire pour débuter le calcul de la somme et du produit des fractions et également pour terminer, en proposant de simplifier par a.

Dans les trois classes, il a été proposé à la suite de ce module, en devoir à la maison, des recherches du même type :
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Réactions des élèves et des enseignants :

Paroles de Camille, Antoine, Elliot des élèves, à l’issue de la séance :

« Aujourd’hui, on a travaillé nous-mêmes. »

« Aujourd’hui, c’était différent. »

Paroles de Mmes Germain et Agnesi et de M. Galois, leurs valeureux professeurs:

« En laissant chercher les élèves, on a des résultats, non ? »

« Les profs, de temps en temps, sachez rester à votre bureau ! »

« Des occasions de faire chercher en mathématiques, en propose t-on suffisamment à nos élèves ? Pris par les exigences des contenus des programmes, nous savons tous si bien guider nos élèves dans leurs recherches qu’elles aboutissent inévitablement et souvent dans un temps record. Laissons du temps à nos élèves pour véritablement chercher, essayer, expérimenter, conjecturer ! Observons-les, notons leurs réactions et échanges dans ces recherches ! Nous apprendrons beaucoup d’eux et ils apprendront peut-être bien autant de mathématiques que dans des séances classiques ».

Quelques informations sur les deux mathématiciennes citées 

(extraites de la page Internet : perso.wanadoo.fr/marco.butte/histoire/mathematiciennes.html)

Agnesi Maria Gaetana, Italie, 1718-1799

Philosophe, polyglotte érudite, elle fut la fille particulièrement douée d'un professeur de mathématiques de l'université de Bologne et se fit connaître (1748) par un important traité d'analyse : les Instituzioni Analitiche qui fit référence en Europe de par ses traductions en français et en anglais. Elle fut ainsi, non seulement la première femme à éditer des travaux mathématiques, mais aussi la première à obtenir une chaire de mathématiques (et de philosophie) dans une université (1750).

Germain Sophie, France, 1776-1831
Jeune fille très brillante, elle se passionna pour les travaux d'Archimède dont elle lisait les œuvres dans la bibliothèque de son père, qui ne l'encouragea guère à poursuivre des études. Etudiant en cachette et devenue fort instruite, elle se vit refuser l'entrée à l'École polytechnique nouvellement créée en 1794 et réservée aux hommes. Sous le pseudonyme masculin de M. Le Blanc elle correspondit avec Gauss (en Allemagne) et avec Lagrange qui devina la supercherie. Elle est la première femme à être admise aux cours de l'Académie des sciences. En mathématiques, ses travaux portèrent sur l'étude des surfaces (en particulier de leur courbure) et sur la théorie des nombres. En sciences physiques, elle étudia les problèmes de vibration des surfaces élastiques. Sophie Germain s'attaqua au très célèbre grand théorème de Fermat et le prouva partiellement pour une certaine classe d'entiers premiers.
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Sophie Germain
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Maria Gaetana Agnesi
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Évariste Galois
Mme AGNESI, quant à elle, insiste sur la différence entre « supposition » en Français et « conjecture » en Mathématiques et tente de sensibiliser ses élèves à ce qu'est une démonstration, notant a posteriori que c'est vraisemblablement prématuré.








�	Savez-vous que Sophie Germain et Maria Gaetana Agnesi furent deux mathématiciennes de renom? Point n'est besoin de présenter M. Galois ! (voir la note en fin d'article).
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