
Variables aléatoires discrètes

Il nous paraît important de vous proposer quelques exemples et quelques pistes de réflexion pour traiter la partie de programme du bac technologique concernant les variables aléatoires discrètes, indépendamment d'une loi binomiale.

En effet, lors de l'épreuve E6 de l'année scolaire 2003/2004, beaucoup d'élèves ont associé automatiquement la loi de probabilité d'une variable aléatoire discrète à une loi binomiale.

I - Programme et recommandations pédagogiques 

	Contenus
	Compétences attendues
	Recommandations pédagogiques

	4°) Notion de variable aléatoire :

Variable aléatoire réelle prenant un nombre fini de valeurs et loi de probabilité.
	Savoir affecter des probabilités p1, p2, ..., pn aux valeurs x1, x2, ..., xn d’une grandeur numérique X associée à une expérience aléatoire et dire alors que X est une variable aléatoire.


	On n’ira pas au-delà de ce point de vue très simple. Les événements (X = x1), (X = x2), ..., (X = xn) sont les événements élémentaires de la loi de probabilité de X.

	5°) Travaux dirigés :

- introduction, sur quelques exemples numériques très simples, de la notion d’espérance.
	Effectuer ce calcul sur des exemples numériques simples.
	Les lois de probabilité permettent de modéliser les situations aléatoires. On signalera qu’un tel modèle doit être estimé puis validé avant d’être utilisé, sans détailler les techniques et théorèmes qui permettent cette validation


Les exemples proposés ci-après vont nous permettre d'introduire progressivement les notions suivantes : variable aléatoire, loi de probabilité et espérance mathématique.

II - Variable aléatoire discrète

Exemple 1

Considérons l’expérience aléatoire consistant à lancer un dé non pipé : 

- aux faces 1 et 3, on associe le nombre 0 ;

- aux faces 2, 4 et 5, on associe le nombre 1 ;

- à la face 6, on associe le nombre -1.

Compléter le diagramme suivant : 
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Exemple 2

Considérons l'expérience aléatoire qui consiste à lancer deux dés non pipés. Pour les distinguer, nous supposerons que l'un des dés est vert et l'autre rouge. A chaque issue (exemple dé vert 1 et dé rouge 4), on fait correspondre la somme des deux numéros obtenus. On note généralement cette fonction par la lettre X. Il s’agit bien d’une fonction définie sur ( (ensemble des issues possibles) à valeurs dans EQ \o\al(I;\d\fo2()R). Cette fonction est appelée variable aléatoire ! (Py-math n’y est pour rien).

1) Compléter le tableau suivant  (somme des deux nombres) : 
	Dé rouge

Dé vert
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	
	
	
	

	3
	
	
	
	
	
	

	4
	
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	
	

	6
	
	
	
	
	
	


2) Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?
3) Soient les événements suivants :
A : "Le dé rouge affiche 1 et le dé vert affiche 4".

B : "Le dé rouge affiche 2 et le dé vert affiche 1".

3-1) Que vaut X lorsque l'événement A se réalise ?
3-2) Que vaut X lorsque l'événement B se réalise ? 
3-3) On suppose que X = 11. Quel est l'événement réalisé ?

Exemple 3

On lance trois fois de suite une pièce de monnaie équilibrée. A chaque lancer la pièce retombe et on note la face supérieure. L’ensemble ( des issues est formé de 8 triplets (exemple : (FFP)).

Définir sur ( plusieurs variables aléatoires.

III - Loi de probabilité

Exemple 4 (suite de l'exemple 2)

On reprend la situation de l’exemple 2.

1) Compléter le tableau suivant :
	k
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	P(X = k)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


2) Vérifier que   eq \i\su(k=2;12; P(X = k)) = 1.
Exemple 5

On jette successivement trois fois un dé non pipé.

1) Déterminer le nombre d'éventualités de l'univers ( associé à cette expérience.
2) Soit Z la variable aléatoire qui, à chaque éventualité, associe le nombre de 6 obtenus.
2-1) Si, lors du lancer des 3 dés, on obtient dans l'ordre 2, 6 et 6, que vaut Z ?
2-2) Que vaut Z pour les issues (5 , 5 , 6), (6 , 6 , 6) et (2 , 5 , 4) ?
2-3) Quelles sont les valeurs que peut prendre la variable aléatoire Z ?
2-4) Définir par une phrase les événements suivants :
"Z = 0", "Z = 1", "Z ≤ 2 " et "Z = k" avec k un nombre réel susceptible d'être pris par Z.
2-5) Calculer  P(Z = 0)  et  P(Z = 2).
2-6) Compléter le tableau suivant  en indiquant toutes les valeurs prises par Z et leurs probabilités correspondantes :
	k
	
	
	
	

	P(Z = k)
	
	
	
	



Les principales lois de probabilités discrètes usuelles feront l’objet d’un article dans un futur numéro de Py-Math, si cela est demandé.

IV -  Espérance mathématique

Exemple 6

On considère le jeu suivant : on lance deux dés supposés parfaits. La mise est de 1 €. Si on n’a aucun 6, on perd sa mise. Si on obtient un seul 6, on gagne 1 € (gain réel 0) et si on a deux 6, on gagne 20 €.

On note X la variable aléatoire prenant pour valeur au cours d’une partie, le gain réel du joueur.

1) Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?
2) Déterminer la loi de probabilité de cette variable aléatoire X.
3) Si on joue un très grand nombre de parties, quel sera le gain moyen que l’on peut espérer par partie ?
Exemple 7

On tire simultanément et au hasard 4 cartes dans un jeu de 32 cartes. Au résultat de chaque main de 4 cartes, on note X la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de cartes rouges obtenues.

1) Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?
2) Donner la loi de probabilité de X et calculer   eq \i\su(i=1;n; xi  P(X = xi))
.
3) Si on effectue un très grand nombre de tirages de 4 cartes, que peut-on dire de la valeur moyenne prise par X ? (avec et sans calcul).
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Synthèse : C'est quoi une variable aléatoire réelle ?


Soit � EMBED Equation.3  ��� l’univers associé à une expérience aléatoire. 


On suppose que ( est un ensemble fini  = {1, 2, …, n}. 


Une variable aléatoire réelle X définie sur , est une fonction qui à chaque événement élémentaire {(i} fait correspondre un réel xi, que l’on peut noter X((i).


Le nombre de valeurs que peut prendre X étant fini, X est dite variable aléatoire discrète.


	�EQ \s\do6(\a\co3\ar(X : W; (( ;\o\al(I;\d\fo2()R)     ;wi; ((( ;X(wi)))�











Faces











- 1





0





1





Synthèse : C'est quoi une loi de probabilité ?


Donner la loi de probabilité d’une variable aléatoire discrète X, c’est donner, pour les différentes valeurs xi prises par X, les probabilités  pi = P(X = xi)  correspondantes.


On donne souvent cette loi sous la forme d’un tableau à 2 lignes (cf. exemples).


La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donc l’ensemble des couples (xi , pi).











Face 1


Face 2


Face 3


Face 4


Face 5


Face 6





Synthèse : C'est quoi l'espérance mathématique de la variable aléatoire X ?


L'espérance mathématique d'une variable aléatoire X est la moyenne de ses k valeurs possibles pondérées par leurs probabilités d'apparition. Cette espérance mathématique est notée E(X).


On a donc :  E(X)  = � eq \i\su(i=1;n; xi pi)� = � eq \i\su(i=1;n; xi �SYMBOL 180 \f "Symbol"\h� P(X = xi))�.








Nombres associés
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