
Construction à la règle et/ou au compas

I. Historique

Les problèmes de constructions à la règle et au compas ont particulièrement suscité l’intérêt des mathématiciens. Les mathématiciens grecs étaient avant tout des géomètres comme en témoigne (selon la légende) l’inscription à l’entrée de l’école de Platon : « Que nul n’entre ici s’il n’est géomètre ». C’est peut-être à l’un d’entre eux que l’on doit la découverte de l’incommensurabilité de la diagonale d’un carré (ou encore de l’irrationalité de  eq \r(2)). Ces derniers, considérant la droite et le cercle comme des figures « parfaites » n’envisagent en général que des problèmes constructibles à la règle et au compas. Et les trois grands célèbres problèmes grecs (la duplication du cube, la trisection de l’angle et la quadrature du cercle) échappent à cette règle… Un quatrième problème (non moins célèbre) à avoir suscité l’intérêt des recherches mathématiques est la construction de polygones réguliers. On sait que les Grecs savaient déjà construire le pentagone régulier (ainsi que, bien entendu, le triangle équilatéral, le carré et les polygones réguliers qui s’en déduisent : hexagone, octogone…) mais il faut attendre 1796 pour que Gauss démontre que le polygone régulier à 17 côtés est constructible à la règle et au compas. Plus tard, grâce à la théorie de Galois (1811-1832), on aura le théorème suivant : « un polygone régulier à n côtés est constructible à la règle et au compas si et seulement si n est un produit fini de puissances de 2 et de nombres de Fermat (de la forme 
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 où p est un entier naturel) ». En 1837, Wantzel caractérise les coordonnées des points constructibles à la règle et au compas (à savoir que les longueurs constructibles sont celles qui s’expriment à partir des nombres entiers, des quatre opérations et de l’extraction de la racine carrée), puis en déduit que la duplication du cube et la trisection de l’angle sont impossibles à la règle et au compas (sauf pour certains angles particuliers comme  eq \s\do1(\f(p;2))). C’est en 1882 que Linderman démontre la transcendance de  et par là même l’impossibilité de la quadrature du cercle.

En conclusion, notons que toutes les constructions qui peuvent se faire à la règle et au compas peuvent se faire au compas seul. Ce résultat est attribué à Lorenzo Mascheroni (1750-1800).

II. Présentation de l’article

Les constructions à la règle et au compas font explicitement partie du programme de Première L. Nous n’avons pas perdu la tête (bien qu’ayant vu repartir à l’E.N pour enseigner en filière L, l’un de nos éminents membres), nous savons bien qu’aucune filière L n’est en place en lycée agricole… Cependant, en y regardant de près, nous avons réalisé que ce genre de travail pouvait être fait en classe de seconde, voire en classe de troisième technologique.

Il n’est absolument pas question de proposer cet article tel qu’il est là, à des élèves de Troisième, ni même de Seconde. Notre objectif est de faire (re)découvrir à nos chers lecteurs (dont nous sommes) les bienfaits de tels exercices. Aussi, proposons nous un recueil de constructions à faire et/ou à faire faire. La première partie est consacrée aux constructions à la règle ET au compas. La deuxième partie (plus succincte) concerne des constructions au compas seul.

Dans ces deux parties, nous ne donnons aucune indication pour les premières constructions (nous assurons cependant un service après lecture et restons à votre entière disposition pour toute aide). Nous avons essayé de ranger les exercices dans un ordre croissant de difficulté.

Nous n’ébauchons aucune démonstration (bien que nous n’ayons pu nous empêcher d’en faire en réalisant ces exercices). Mais pour un travail à proposer à des élèves, il nous parait incontournable de justifier les constructions.

Enfin, il nous semble qu’une telle activité peut avoir auprès des élèves deux atouts essentiels :

1. Les élèves vont FAIRE des mathématiques, au sens propre, avec leurs mains, leur règle et leur compas.

2. Ils vont PENSER des mathématiques, faire des raisonnements mathématiques et pourront prendre conscience de propriétés géométriques utiles.

Par exemple : pour construire la médiatrice d’un segment, on construit deux points équidistants des extrémités du segment. Ou encore, pour construire une droite parallèle à une autre droite, on utilise les caractéristiques d’un parallélogramme… 

Cet article pourrait se prolonger (comment ça, ça suffat comme ci !?) selon trois axes : 

1. Constructibilité des polygones réguliers, une « construction» de Pi.

2. Travail de démonstration avec les élèves (avec, par exemple, des figures toutes faites à justifier…).

3. Réalisation de telles constructions avec un logiciel de construction (Geoplan, Cabri…)

Aussi, nous comptons sur vous pour nous faire savoir si une suite vous intéresse et quelle suite ?

III. Définition d’une construction à la règle et au compas 

Définition donnée par J.C Carrega dans : «  Théorie des corps ; la règle et le compas » éditions Hermann 1981.
Soit P un plan euclidien et (B) un sous ensemble fini de P ayant au moins deux éléments.
Les éléments de (B) sont appelés points de base.

Un point M de P est dit constructible à la règle et au compas à partir de (B) s’il existe une suite finie de points de P se terminant par M : M1, M2,….., Mn = M telle que pour tout i, 1 i   n, Mi est un point d’intersection :

soit de deux droites,
soit d’une droite et d’un cercle,
soit de deux cercles,

ces droites et cercles étant obtenus à l’aide de l’ensemble Ei = (B) ( {M1, M2,….,Mi-1} de la façon suivante :

chaque droite passe par deux points distincts de Ei
chaque cercle est centré en un point de Ei et a pour rayon la distance entre deux points de Ei.

Une droite passant par deux points constructibles est dite constructible.

Un cercle centré en un point constructible et ayant pour rayon la distance entre deux points constructibles est dit constructible.

Dans une construction utilisant uniquement le compas, on a la même définition en s’autorisant uniquement à tracer des cercles. 

Constructions à la règle et au compas

Constructions élémentaires .

On donne trois points A, B et C non alignés, et un point M quelconque, construire : 

1. La médiatrice du segment [AB].

2. La droite perpendiculaire en A à la droite (AB).

3. La droite parallèle à (AB) passant par M.

4. La droite perpendiculaire à la droite (AB) passant par M.

5. Le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

6. La bissectrice de l’angle BÂC.

Constructions de figures géométriques .

A) On se donne deux points A et B, construire :

1. Un carré dont l’un des côtés est le segment [AB].

2. Un carré dont la diagonale est le segment [AB].
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Un triangle ABC isocèle en A tel que l’angle BÂC mesure 45°.

4. Un hexagone dont l’un des côtés est [AB].

5. Un triangle ABC isocèle en C tel que l’angle BĈA mesure 45°.

6. Un octogone dont l’un des côtés est [AB] (voir à la fin de l’article).

B) On se donne deux points A et H. 

Construire le triangle équilatéral ABC sachant que (AH) est une hauteur de ce triangle  (H 
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 [BC]). 

C) On se donne un cercle C de centre O :

1. Construire un triangle équilatéral inscrit dans ce cercle C.

2. Construire un triangle équilatéral, dont C est le cercle inscrit.

3. Construire un carré inscrit dans ce cercle C.

4. Construire un carré, dont C est le cercle inscrit.
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Constructions de tangentes.

A) On se donne une droite (d), un point B de la droite (d). 
A est un point n’appartenant pas à la droite (d). 

Construire le cercle passant par A et tangent en B à (d).
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Indication : construire la médiatrice de [AB] et…

B) On se donne un cercle de centre O et un point A extérieur au cercle. 
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Construire une tangente au cercle passant par A.

Indication : Tracer le cercle de diamètre [OA]. 

C) On se donne deux cercles C1 et C2 comme sur la figure suivante. 

Construire deux tangentes communes aux deux cercles C1 et C2, l’une coupant le segment [O1O2] et l’autre pas.
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Indication : Il y a plusieurs possibilités… Bonne chance ! Non, allez, on vous dit !

Par exemple pour la tangente ne coupant pas le segment [O1O2], on construit un cercle de centre O1 et de rayon la différence des rayons des deux cercles, puis une tangente à ce cercle passant par O2 puis ….

Une autre méthode pour la seconde tangente à tracer. Tracer un rayon [O1A] sur le cercle C1 et un rayon [O2B] sur le cercle C2 de telle sorte que les droites (O1A) et (O2B) soient parallèles et que la droite (AB) coupe le segment [O1O2] en un point I. Utiliser ce point I pour finir la construction. La justification se fait en utilisant le théorème de Thalès.

IV. Constructions au compas (seulement ! Vous pouvez ranger votre règle !)

A) On se donne trois points distincts A, B et C non alignés.

Construire le symétrique D du point A par rapport à la droite (BC).

B) On se donne deux points A et B. Construire le symétrique du point A par rapport à B.

C) On se donne deux points A et B. Construire le milieu du segment [AB].

Indication : 

Considérons la figure donnée ci-dessous. AB=BC=1, DC=2 et AD=1.

Soit H la projection orthogonale de D sur la droite (AB). Justifier que AH=0,25.

Il reste à construire un cercle et à compléter la figure avec le symétrique du point D par rapport à …

[image: image4.png]



Nous remercions de leur fidélité et félicitons pour leur acharnement les lecteurs qui auraient survécu à cette épreuve. Nous ne doutons pas que vous vous êtes pris au jeu, amusés, creusés et ébahis autant que nous. 

Nous vous en souhaitons une excellente mise en œuvre dans vos classes et attendons vos suggestions avec impatience !
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L’est-i' pas beau mon octogone ?
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