GEOMETRIE DANS L’ESPACE

Les trois exercices ci-dessous ont été abordés lors de journées de formations GAP (Groupe d’Animation Pédagogique).

Pour le premier, il s’agit de mettre en application une des propriétés de la perspective cavalière, pour le deuxième, il s’agit d’un exercice à la fois de construction et de calculs (niveau BEPA, seconde), enfin le dernier est un exercice de construction.

Les fichiers Géoplan correspondants aux exercices sont disponibles sur www.enfa.fr/r2math/.

EXERCICE 1

ABCDEFGH est un cube, représenté en perspective cavalière. La face ABFE est représentée en vraie grandeur.

M, N et P sont des points qui appartiennent respectivement aux segments, [EF], [FG] et [FB].

Construire, en vraie grandeur, le triangle MNP.
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Commentaires :

Avec les indications du texte, seul le côté [MP] est en vraie grandeur. Il reste donc à déterminer PN et MN.

Déterminons MN. Le triangle MNF est un triangle rectangle en F. MF est en vraie grandeur. Le cube est représenté en perspective cavalière. La perspective cavalière conserve le rapport des distances. C’est à dire que NF (sur le dessin) est à FG (sur le dessin), comme NF (en vraie grandeur) est à FG (en vraie grandeur). Cette égalité de rapport nous fait penser au théorème de Thalès.

Au moins deux stratégies sont possibles :

1- Construisons le segment [FB’] tel que F soit le milieu de [BB’], traçons le segment [GB’], puis la parallèle à (GB’) passant par N, cette droite coupe le segment [FB’] en N’. Alors FN’ est égale à NF (en vraie grandeur).

Il ne nous reste plus qu’à construire le triangle rectangle MNF pour obtenir NM.

La même méthode permet de déterminer NP.

2- Traçons le segment [GB] puis la parallèle à (GB) passant par N. Cette parallèle rencontre le segment [FB] en N’. En application du théorème de Thalès, FN’ est égale à NF (en vraie grandeur). MN’ est égale à MN (en vraie grandeur).

Les expressions « NF (sur le dessin) » et « NF (en vraie grandeur) » permettent de bien marquer la distinction entre la distance réelle et la distance que l’on peut mesurer ou appréhender sur le dessin.

EXERCICE 2

ABCDEFGH est un cube. On donne AB = 5.

M est un point du segment [FB], et on donne MF = 3. N est un point du segment [EF] et on donne NF = 4. P est un point du segment [FG] et on donne PF = 3.

1°) Représenter le cube ABCDEFGH en perspective cavalière et placer les points M, N et P.

2°) Construire le triangle MNP (sans utiliser la calculatrice).

3°) On note H le projeté orthogonal de F sur le plan (MNP). Donner une valeur approchée de FH.

Commentaires :

Les questions peuvent paraître brutales. Cet exercice peut aussi être proposé à l’oral et les questions posées au fur et à mesure, ce qui permet de l’adapter en fonction des élèves.

Pour la question 1, si l’exercice 1 a été traité, placer les points M, N et P ne doit pas poser trop de problèmes ; il s’agit encore du théorème de Thalès. Il est aussi possible de donner la figure.

On peut envisager la question 2 en autorisant l’usage de la calculatrice, mais c’est peut être aussi l’occasion d’aborder la "version géométrique" du théorème de Pythagore !

De toute façon pour la question 3 nous aurons besoin des distances.

Pour la question 3, venez en classe avec une boite en carton et découper le tétraèdre NMPF de façon à visualiser la hauteur FH. Cette visualisation permet d’envisager une stratégie de résolution.

Le tétraèdre NMPF est un tétraèdre trirectangle le calcul de son volume est simple (18). Mais ce volume est aussi égal (en changeant de base) au tiers de l’aire du triangle MNP multiplié par FH. L’aire du triangle MNP peut être obtenue à l’aide de la formule de Héron.

Le calcul de FH (à la calculatrice) demande de l’organisation et n’est pas aussi simple qu’il n’y paraît.

Lors des examens, la deuxième partie de la question 3 (qui est imprécise convenons en) serait plutôt rédigée sous la forme « donnez la valeur arrondie à deux décimales de FH ».

Si cet exercice est traité à l’oral, on peut aussi poser des questions de géométrie plane. Par exemple :

· après la question 1, "montrer que le triangle MNP est un triangle isocèle" (sans faire de calculs) ;

· après la question 2, "dans le triangle MNP, donner une mesure de l’angle M et en déduire les mesures des deux autres angles" (pour la première partie, on peut utiliser la formule d’Al Kashi et pour la deuxième, le fait que le triangle est isocèle et que la somme des mesures des angles est 180°).

Un prolongement possible est de donner un exemple du théorème de Pythagore généralisé, c’est à dire que le carré de l’aire du triangle MNP est égal à la somme des carrés des aires des triangles FMN, FNP et FPM.

EXERCICE 3

ABCDEFGH est un cube. 

(() et ((’) sont deux droites parallèles.

La droite (() rencontre le plan (EFG) en M et le plan (ABF) en Q.

La droite ((’) rencontre le plan (EFG) en N.

Construire le point S, intersection de la droite ((’) et du plan (ABF).
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Commentaires :

Avant de faire une construction, il faut montrer que ce point existe.

Les droites (() et ((’) sont parallèles, donc elles sont coplanaires. Notons (P) ce plan.

Le plan (P) rencontre le plan (EFG) en M et N, les deux plans ne sont pas confondus (parce que…), donc la droite (MN) est la droite d’intersection des plans (P) et (EFG).

Le plan (P) rencontre le plan (ABF) en Q. Ces deux plans ne sont pas confondus, donc Q appartient à la droite d’intersection de ces deux plans. Notons (D1) cette droite.
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Dans le plan (P), les droites (() et ((’) sont parallèles, les droites (() et (D1) sont sécantes, donc les droites ((’) et (D1) sont sécantes (théorème de géométrie plane, si deux droites sont parallèles, toute droite qui rencontre l’une rencontre l’autre).

Nous sommes donc assurés de l’existence (et de l’unicité) de ce point.

Pour la construction du point S, je vous laisse chercher un petit peu…

Sur le dessin, la droite (MN) rencontre la droite (EF) (sur le dessin il s’agit même du segment [EF]). Notons R ce point.

Le point R appartient à la droite (EF), donc le point R appartient au plan (EFB).

Le point R appartient à la droite (MN) donc le point R appartient au plan (P). Par suite, le point R appartient à la droite d’intersection de ces deux plans, c’est à dire que le point R appartient à la droite (D1). Nous pouvons donc tracer la droite (D1). (Les puristes diraient : "Oui mais si ces deux points étaient confondus…". Eh bé sur le dessin ce n’est pas le cas ! Et si les droites (MN) et (EF) étaient parallèles, il n’y aurait pas de point R ! C’est aussi pour cela que la figure est donnée ; c’est le moment de rappeler l’histoire des Horaces et des Curiaces, histoire qui en mathématiques pourrait s’appeler abandon momentané des contraintes).

Le point S recherché est le point d’intersection des droites ((’) et (D1).

Il nous reste encore au moins deux cas à envisager. 

Si les droites (MN) et (EF) sont parallèles, alors la droite d’intersection du plan (P) avec le plan (EFB) est aussi parallèle à la droite (EF). Pour le montrer, on peut, par exemple, supposer qu’elles soient sécantes, disons en R et dans ce cas le point R appartiendrait au plan (P) et au plan (EFG) donc R appartiendrait à la droite (MN), d’où la contradiction. Le point S recherché est donc le point d’intersection de la droite ((’) et de la parallèle à la droite (EF) passant par le point Q.

L’autre cas est laissé à votre sagacité. Vous avez remarqué que d’autres cas particuliers ont été (volontairement ?) négligés ; par exemple, le cas où la droite ((’) ne rencontrerait pas la face (ABFE). Un logiciel de géométrie dynamique permet d’envisager tous les cas et comme il est possible de faire apparaître les constructions (par exemple les sections), il est possible d’envisager des pistes pour une démonstration.
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