ÉTUDE DE LA NORMALITÉ D’UNE VARIABLE ALÉATOIRE

Comment reconnaître le caractère normal d’une variable aléatoire (continue)

sans utiliser des tests statistiques ?

I - Le premier outil à notre disposition est la construction et l'analyse d’un histogramme.

Voici les résultats obtenus par 8 étudiants lors d’une séance de TP dont l’un des objectifs était de déterminer l’acidité d’un échantillon de lait frais. La méthode utilisée suit les indications de la norme NFV04-106 de janvier 1969. Le lait présente une acidité qui peut être titrée par l'hydroxyde de sodium en présence de phénolphtaléine servant d’indicateur. Les résultats sont exprimés en degré Dornic (°D). Chaque étudiant a effectué 5 mesures en utilisant la même méthode.

	Lait frais

	Mesure n°j

Étudiant n°i
	1
	2
	3
	4
	5
	Moyenne

	1
	15,30
	15,30
	15,30
	16,20
	16,20
	15,66

	2
	15,75
	16,20
	16,20
	16,20
	15,75
	16,02

	3
	16,20
	16,65
	16,20
	16,20
	16,65
	16,38

	4
	15,30
	15,30
	15,30
	14,85
	14,85
	15,12

	5
	16,65
	16,20
	16,20
	16,20
	15,75
	16,20

	6
	16,20
	16,20
	16,20
	15,75
	14,85
	15,84

	7
	16,65
	15,30
	15,30
	16,20
	15,75
	15,84

	8
	16,30
	17,10
	15,60
	17,10
	16,30
	16,48


Pour chaque mesure, on n’obtient pas le même résultat. On peut supposer que les différences observées s'expliquent par un grand nombre de causes de variabilité (indépendantes) et dont les effets individuels, sensiblement de même ordre de grandeur, sont additifs. Cela revient à se poser la question suivante : peut-on considérer que la variable aléatoire X qui à chaque mesure d'un étudiant associe le résultat de la mesure est distribuée normalement ? On se pose cette question car de nombreuses méthodes statistiques sont basées sur l'hypothèse de normalité.

La manière la plus simple pour répondre à cette question est sans doute de faire une représentation graphique des observations. Pour visualiser la répartition des données nous allons construire un histogramme. Nous suivrons, pas à pas, la procédure en quatre étapes préconisée par la norme CNOMO E41.32.110.N 
.

Première étape : détermination du nombre de classes

L'une des difficultés dans la construction d’un histogramme est de choisir un nombre de classes adapté.

Le nombre de classes (arrondi au nombre entier supérieur) est donné par la formule suivante :

1 + 
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 log n  avec n le nombre de valeurs

(dans l’exemple n = 40 on prendra donc 7 classes)

Remarque : 
en vue d'étudier la symétrie de l'histogramme, un nombre impair de classes est souvent souhaitable.

Deuxième étape : calcul de l'amplitude de classe

On détermine tout d’abord l'étendue (17,10 - 14,85 = 2,25) et on divise ce nombre par 7 (ce qui donne 0,3214...). L’amplitude choisie sera alors arrondie à un multiple de la résolution
 de mesure de l’instrument. La résolution de l’instrument est de 0,05 on va donc prendre une amplitude égale à 0,35.

Remarque : 
en procédant de cette manière chaque classe contient le même nombre de valeur de la grandeur acidité. Par exemple la classe [14,825 ; 15,175] contient sept valeurs possibles qui sont : 14,85 ; 14,90 ; 14,95 ; 15,00 ; 15,05 ; 15,10 ; 15,15.

Troisième étape : calcul de la valeur limite inférieure

La valeur limite inférieure est égale à la plus petite valeur moins la moitié de la résolution. En procédant de la sorte on évite que des valeurs observées soient égales à des bornes de classe.

Limite inférieure : 14,85 - 0,5 ( 0,05 = 14,825.

Quatrième étape : construction de l'histogramme

Il suffit de comptabiliser le nombre de valeurs dans chaque classe
 et de construire un rectangle dont la hauteur est proportionnelle à ce nombre.

	Classes
	[14,825 ;15,175]
	[15,175 ;15,525]
	[15,525 ; 15,875]
	[15,875 ; 16,225]
	[16,225 ; 16,575]
	[16,575 ; 16,925]
	[16,925 ; 17,275]

	Effectifs
	3
	8
	6
	15
	2
	4
	2
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Commentaires : L'histogramme
 est unimodal (classe modale = [15,875 ; 16,225]) ; on ne décèle pas une allure en cloche. La représentation graphique n'est pas symétrique. On est dans un cas où on ne peut pas accepter ou refuser franchement l'hypothèse de normalité au vu de l'histogramme. 

On peut prolonger l'étude par une analyse des paramètres statistiques de forme.

On détermine ainsi les coefficients d'aplatissement de Pearson b2 (( 2,41) et d’asymétrie de Fisher b1 (( - 0,17).

On constate que le coefficient d'aplatissement est proche de 3 et celui d'asymétrie proche de 0 (jugement personnel) ; il n’est donc pas scandaleux d’admettre que la variable aléatoire X est distribuée normalement. Il existe des tests statistiques qui permettent de trancher avec plus de rigueur sur le fait que les coefficients b2 et b1 soient "proches" respectivement de 3 et 0.

II - Un autre outil à notre disposition pour étudier la normalité d’une variable aléatoire est la construction de la droite de Henry

La méthode de la droite de Henry est une méthode graphique pour tester la normalité d’une variable.

Reprenons les données précédentes ; nous nous posons de nouveau la même question : pouvons nous considérer la distribution de la variable aléatoire X représentée par l’échantillon comme suffisamment voisine d’une distribution normale ?

(Nous avons à notre disposition l’histogramme construit précédemment.)

En supposant que la variable aléatoire X est distribuée normalement (on notera ( la moyenne et ( l'écart type) et d'après les résultats obtenus sur l’échantillon, on peut estimer que : 

P (X ( 15,175) = 
[image: image3.wmf]41
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( 0,0732.

3 est le nombre de valeurs inférieures à 15,175 ; il est divisé par 41 (la taille de l’échantillon plus un). On obtient ainsi une des estimations possibles que recommande la norme AFNOR NF X 06-050
 ; ce qui correspond à l’espérance mathématique de la fonction de répartition de la loi normale au point  d’abscisse 15,175.

En posant U = 
[image: image4.wmf]X - 
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 et en supposant que X est distribuée normalement, on en déduit que U est distribuée suivant la loi normale centrée réduite.

Ainsi P (X ( 15,175) = P (U ( 
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) = 0,0732.
Mais P (U ( - 1,45) = 0,0732 donc 
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 = - 1,45 donc 15,175 = - 1,45 ( + (.

Donc le point de coordonnées A (- 1,45 ; 15,175) appartient à la droite d'équation y = ( x + (.

On peut procéder de la même façon pour estimer P (X ( 15,525), ..., P (X ( 17,275). On obtient ainsi 6 autres points dont les coordonnées sont les suivantes :

	Points
	A
	B
	C
	D
	F
	G
	H

	Abscisse (ui)
	- 1,45
	- 0,62
	- 0,22
	0,77
	0,95
	1,45
	1,97

	Ordonnée (xi)
	15,175
	15,525
	15,875
	16,225
	16,575
	16,925
	17,275


Si la variable X est distribuée normalement alors les points A, B, C, D, F, G et H appartiennent à la droite d’équation y = ( x + (. 

On va placer ces points dans un repère ; si les points sont sensiblement alignés (jugement personnel) ceci nous conduira à ne pas rejeter l'hypothèse de normalité de la distribution considérée.

La méthode précédente est un peu fastidieuse car il y a de nombreux calculs à effectuer.

En utilisant un papier adapté (le papier gausso-arithmétique) on peut éviter ces nombreux calculs. Le papier gausso-arithmétique a une échelle arithmétique en abscisse et une échelle gaussienne
 en ordonnée.

La méthodologie est la suivante :

· Étape n°1 : ranger les valeurs en classes ; cela peut s’effectuer lors de la construction de l’histogramme.

· Étape n°2 : on estime les probabilités cumulées correspondant à la borne supérieure de la classe comme on l’a fait précédemment.

· Étape n°3 : on trace les points dont l’abscisse est la borne supérieure de la classe et l’ordonnée est la probabilité cumulée estimée.

	Classes
	[14,825 ;15,175]
	[15,175 ;15,525]
	[15,525 ; 15,875]
	[15,875 ; 16,225]
	[16,225 ; 16,575]
	[16,575 ; 16,925]
	[16,925 ; 17,275]

	Estimation de la probabilité cumulée
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La conclusion est la même à savoir que si les points sont presque alignés (c'est le cas pour notre exemple), on ne peut pas refuser l'hypothèse de normalité de la variable étudiée
.

Dans ce cas on peut tracer la droite passant au plus près des points (droite de Henry). Ce tracé se fait de manière approximative en essayant de faire en sorte que les points se situent aléatoirement au-dessus ou au-dessous de la droite.

a) On peut alors estimer ( par l’abscisse du point d’ordonnée 0,5. En effet P (X ( () = 0,5. D'après le graphique on en déduit que 
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 ( 15,9.

b) On peut également estimer σ par la demi-différence d'abscisse entre les points de la droite d'ordonnées 0,84 et 0,16. D'après le graphique on en déduit que 
[image: image15.wmf]ˆ
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 ( 0,60.
En effet si une variable aléatoire X est distribuée normalement de moyenne ( et d'écart type σ alors P (X ( ( + σ) = P (U ( 1) ( 0,84 et P (X ( ( - σ) = P (U ( - 1) = 1 - P (U ( 1) ( 0,16 ainsi la demi différence entre les nombres ( + σ et ( - σ donne σ.

Les estimations de ( et ( ne sont pas très précises. Si on veut utiliser par la suite ces valeurs, il est préférable de calculer les estimations sans biais de ( et σ ² :
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D'après les données observées, on trouve que 
[image: image19.wmf]x

 ( 15,9 et s² ( 0,34.

ANNEXE 1

CNOMO

CNOMO signifie Comité de NOrmalisation des MOyens de production. C’est une association loi 1901 créée par PSA Peugeot Citroën et Renault SAS en 1972.

L’une des missions de cette association est d’élaborer et de mettre à disposition des documents normatifs. 

L’un des objectifs est ainsi d’améliorer les performances des moyens de production. 

Certains documents CNOMO sont devenus des normes nationales NF, européennes EN.

Ainsi la norme CNOMO E41.32.110.N  est reprise dans la norme française NF E60-181 de janvier 2001 (cette norme définie une méthode d’évaluation de l’aptitude d’un moyen de production à réaliser des pièces dans les tolérances données).

Il existe un site CNOMO : www.cnomo.com mettant gratuitement à disposition : 137 normes et 66 guides disponibles en français, anglais, allemand et espagnol (bonne lecture !).

ANNEXE 2

ÉCHELLE GAUSSIENNE

Une échelle gaussienne est construite à partir d'une échelle arithmétique de la manière suivante :

Échelle arithmétique

	- 3
	- 2,5
	- 2
	- 1,5
	- 1
	- 0,5
	0
	0,5
	1
	1,5
	2
	2,5
	3

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



	0,0013
	0,0062
	0,0227
	0,0668
	0,1586
	0,3085
	0,5
	0,6914
	0,8413
	0,9332
	0,9772
	0,9938
	0,9986

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Échelle gaussienne

Au nombre - 3 de l'échelle arithmétique correspond le nombre 0,0013 car P (U ( - 3) = 0,0013. Au nombre - 2,5 on fait correspondre 0,0062 et ainsi de suite...

Sur le site suivant vous pouvez télécharger du papier gausso-arithmétique :

http://www.ntu.edu.sg/CITS/SoftwareDirectory/Utilities/Printing.htm (descendre jusqu'à GRAPHPAP).
ANNEXE 3

COMPTER LE NOMBRE DE VALEURS COMPRISES ENTRE DEUX LIMITES

Excel permet de compter le nombre de valeurs comprises entre deux limites (regroupement en classe pour une série statistique discrète). 

Pour cela : 

· saisir les 40 valeurs de A1 à A40 ;

· saisir "Amplitude", "Borne inf.", Borne sup.", "Classes" et "Effectifs" dans les cellules B1, C1, D1, E1 et F1 ;

· saisir l'amplitude de 0,35 dans la cellule B2 ;

· saisir la limite inférieure de la première classe en C2 et faire calculer ou afficher les autres valeurs dans les cellules de C3 à C8 et de D2 à D8 ;

Formule en D2 : = C2+$B$2

Formule en C3 : = D2

Recopier vers le bas de C3 à C8 la formule contenue en C3 ainsi que le contenu de la cellule D2 de D2 à D8.

· faire afficher les classes de E2 à E8 en recopiant vers le bas le contenu de la cellule E2 ;

Formule en E2 : = CONCATENER("[ ";C2;" ; ";D2;" [")

· pour connaître combien de valeurs sont comprises dans l'intervalle [ 14,825 ; 15,175 [, entrer en F2 la formule suivante :

Formule en F2 : =SOMME(($A$1:$A$40>=C2)*($A$1:$A$40<D2))

C'est une formule matricielle ; il faut la valider avec la combinaison de touches [Ctrl]+[Maj]+[Entrée]. Elle apparaît entre accolades.

La formule examine pour commencer le contenu de la cellule A1. S'il est supérieur ou égal à C2, (soit 14,825), le premier test renvoie VRAI (soit 1). S'il est inférieur à D2 (soit 15,175), le second test renvoie également vrai (soit 1). 

Si les deux conditions sont remplies, la combinaison des deux tests retourne 1 (1 ( 1). Si l'une des deux conditions est fausse, elle renvoie 0 et la combinaison des deux tests donne 0 (1 ( 0 = 0 ou 0 ( 1 = 0). 

La formule matricielle examine ainsi chaque cellule de la plage A1:A40 ; ce qui donne un effectif de 3 pour la première classe en additionnant le nombre de 1 et de 0 avec la fonction SOMME().

Il suffit de recopier vers le bas la formule de la cellule F2 de F2 à F8 pour obtenir les effectifs des six autres classes.

Remarques : 

* une formule identique à celle en F2 peut permettre, pour une série statistique discrète, de déterminer le nombre (ou le pourcentage) de valeurs comprises dans l'intervalle 
[image: image20.wmf][ 

μ - σ ; μ + σ ].


* afin d'éviter une formule matricielle, il est possible de saisir en F2 la formule :

=NB.SI($A$1:$A$40;"<"&D2)-NB.SI($A$1:$A$40;"<="&C2)

ANNEXE 4

DROITE DE HENRY

[image: image21.wmf] 
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� Voir annexe A1.


� Résolution : c’est le plus petit différentiel de mesure que l’instrument est capable de détecter. 


� Voir annexe A3.


� Pour la construction de l'histogramme, voir article "Histogramme avec Excel" figurant dans ce numéro.


� NF X06-050 : "Application de la statistique, Étude de la normalité d’une distribution" (décembre 1995)


� Voir annexe A2.


� Voir annexe A4.
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Histogramme

		Borne inférieure		Borne supérieure		Classes		Centres de classe		Effectifs

		60		65		[ 60 ; 65 [		62.5		5

		65		70		[ 65 ; 70 [		67.5		23

		70		75		[ 70 ; 75 [		72.5		42

		75		80		[ 75 ; 80 [		77.5		71

		80		85		[ 80 ; 85 [		82.5		82

		85		90		[ 85 ; 90 [		87.5		67

		90		95		[ 90 ; 95 [		92.5		37

		95		100		[ 95 ; 100 [		97.5		18

		100		105		[ 100 ; 105 [		102.5		5
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Histogramme des effectifs



Polygone des effectifs

		Borne inférieure		Borne supérieure		Classes		Centres de classe		Effectifs

		55		60		[ 55 ; 60 [		57.5		0

		60		65		[ 60 ; 65 [		62.5		5

		65		70		[ 65 ; 70 [		67.5		23

		70		75		[ 70 ; 75 [		72.5		42

		75		80		[ 75 ; 80 [		77.5		71

		80		85		[ 80 ; 85 [		82.5		82

		85		90		[ 85 ; 90 [		87.5		67

		90		95		[ 90 ; 95 [		92.5		37

		95		100		[ 95 ; 100 [		97.5		18

		100		105		[ 100 ; 105 [		102.5		5

		105		110		[ 105 ; 110 [		107.5		0





Polygone des effectifs
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Histogrammes des effectifs
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Courbe de la loi normale

		Borne inférieure		Borne supérieure		Classes		Centres de classe		Effectifs		Effectifs théoriques

		55		60		[ 55 ; 60 [		57.5		0		1.1151144801

		60		65		[ 60 ; 65 [		62.5		5		5.3954037294

		65		70		[ 65 ; 70 [		67.5		23		18.2691238829

		70		75		[ 70 ; 75 [		72.5		42		43.2913146243

		75		80		[ 75 ; 80 [		77.5		71		71.7915133294

		80		85		[ 80 ; 85 [		82.5		82		83.3172107751

		85		90		[ 85 ; 90 [		87.5		67		67.6683547589

		90		95		[ 90 ; 95 [		92.5		37		38.4614623745

		95		100		[ 95 ; 100 [		97.5		18		15.2987253757

		100		105		[ 100 ; 105 [		102.5		5		4.2586699686

		105		110		[ 105 ; 110 [		107.5		0		0.8296253273

										350

		Moyenne		82.0857142857

		Variance		70.0426530612

		Ecart-type		8.3691488851
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Histogramme et courbe de GAUSS
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Histogramme et macro

		Borne Inférieure		Borne Supérieure		Effectifs		Effectifs corrigés				Coordonnées des points						Amplitudes des classes						Amplitude de référence

		14.825		15.175		3		3				Abscisses		Ordonnées				0.35		0.35				0.35

		15.175		15.525		8		8				14.825		0				0.35		0.35

		15.525		15.875		6		6				14.825		3				0.35		0.35

		15.875		16.225		15		15				15.175		3				0.35		0.35

		16.225		16.575		2		2				15.175		0				0.35		0.35

		16.575		16.925		4		4				15.175		8				0.35		0.35

		16.925		17.275		2		2				15.525		8				0.35		0.35

												15.525		0				0		0

												15.525		6				0		0

												15.875		6				0		0

												15.875		0				0		0

												15.875		15				0		0

												16.225		15

												16.225		0

												16.225		2

												16.575		2

												16.575		0

												16.575		4

												16.925		4

												16.925		0
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												17.275		2

												17.275		0

												17.275		0

												0		0

												0		0

												0		0

												0		0
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												0		0

												0		0
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