	CONFORMITÉ  D’UNE  PROPORTION,

QUELLE  DÉMARCHE ?


Exercice :

	Une machine est considérée opérationnelle si sa fabrication ne contient pas plus de 6% de pièces défectueuses.

On prélève au hasard dans cette fabrication un échantillon de 200 pièces. La fabrication étant supposée de grande taille, on admet que cet échantillon est un échantillon aléatoire simple. Il contient 17 pièces défectueuses.

Est-il possible, au seuil de risque 0,05, de conclure que la machine n’est pas opérationnelle ?


La démarche usuelle de résolution de ce type d’exercice, consiste à choisir, dans le cadre d’une approximation de la loi de probabilité de la variable aléatoire d’échantillonnage proportion, la variable normale centrée réduite comme variable de décision. C’est ce que nous allons traiter dans une première partie. Dans une deuxième partie nous résoudrons l’exercice sans effectuer cette approximation. Enfin, dans une dernière partie, nous présenterons une variante de la démarche usuelle.

Notons  p la proportion de pièces défectueuses de la fabrication. Ce nombre p est une valeur certaine mais inconnue.

PREMIERE PARTIE

Afin de répondre à la question posée dans l’énoncé ci-dessus, mettons en œuvre un test relativement à cette proportion p.

· Formulation des hypothèses du test : 

H1 : "la machine n’est pas opérationnelle" (hypothèse déduite de la question posée),

H0 : "la machine est opérationnelle".

c’est-à-dire  H1 : p > 0,06   ;  H0 : p = 0,06     
.

· Nature du test : D’après la formulation de H1 le test est unilatéral à droite.

Variable aléatoire d’échantillonnage :
Le test porte sur la proportion p de pièces défectueuses de la fabrication. La variable aléatoire d’échantillonnage utilisée ici est la variable aléatoire F qui, pour chaque échantillon aléatoire simple de taille 200, extrait de la fabrication, prend pour valeur la proportion de pièces de cet échantillon qui sont défectueuses.
F est une variable aléatoire discrète.

· Variable de décision sous H0 :

Sous l’hypothèse H0, la variable aléatoire nF est de loi binomiale B(n ; p0) avec 
n = 200 et p0 = 0,06.
E(nF) = n p0  et  V(nF) = n p0 (1 ( p0) , d’où  E(F) = p0  et  V(F) = 
[image: image1.wmf]p

p

n

0

0

1

(

)

-


c’est-à-dire : E(F) = 0,06   et  V(F) = 0,000282.

n est assez grand pour admettre que la loi de probabilité de la variable aléatoire nF peut être approchée par une loi normale. Sous l’hypothèse H0, cette loi est la loi normale N(n p0 ; 
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 approximativement de loi normale centrée réduite N(0 ; 1). Choisissons U pour variable de décision.

· Schéma de décision :

Il s’agit de représenter graphiquement le seuil de signification du test et la région de rejet de H0 et de déterminer la valeur critique pour U.

	
Seuil de signification : ( = 0,05

P(U > 1,64) > 0,05 

P(U > 1,65) < 0,05 

La valeur critique pour U est donc 1,65.
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· Règle de décision :

Relativement à la variable aléatoire U, la région de rejet de l’hypothèse H0 au seuil de risque 0,05 est [1,65 ; +([.

· Décision :

La proportion de pièces défectueuses dans l’échantillon prélevé est 0,085. Pour cette proportion, U prend la valeur 1,49. Cette valeur n’appartient pas à la région de rejet de H0.

Au seuil de risque 0,05, au vu des 200 observations, on ne rejette pas H0.

Compte tenu de la taille de l’échantillon, la proportion observée n’est pas significativement supérieure à 0,06.

	Au seuil de risque 0,05, au vu des 200 observations, on ne peut pas conclure que la machine n’est pas opérationnelle.


DEUXIEME PARTIE

Qu’en est-il si l’on n’effectue pas d’approximation de la loi de probabilité de la variable aléatoire nF ?

Reprenons en partie la démarche précédente.

· Hypothèses du test : H1 : p > 0,06   ;  H0 : p = 0,06.

· Nature du test : unilatéral à droite.
· Variable aléatoire d’échantillonnage :
La variable aléatoire d’échantillonnage est la variable aléatoire F définie dans la première partie.

· Variable de décision sous H0 :

Notons X la variable aléatoire nF.

Sous l’hypothèse H0, la variable aléatoire X est de loi binomiale B(n ; p0) avec 
n = 200 et p0 = 0,06.

· Choisissons X pour variable de décision.

· Valeur critique :
Le seuil de signification du test est ( = 0,05. Le test est unilatéral à droite. Déterminons le plus petit nombre entier naturel k tel que P(X ( k) ( 0,05.

Ce nombre, que nous notons kc, est donc le plus petit nombre entier naturel k tel que P(X < k) ( 0,95  c’est-à-dire tel que  P(X ( k(1) ( 0,95.

* Usage du tableur Excel 5 pour déterminer kc :

	Méthode 1 :
	n 
	200
	( L2C2
	

	
	p 
	0,06
	( L3C2
	

	
	
	
	
	

	Détermination par
	k(1
	P(X ( k(1)
	
	

	balayage :
	17
	0,9429
	
	

	
	18
	0,9672
	
	

	
	
	
	
	

	Formule : LOI.BINOMIALE(LC(-1);L2C2;L3C2;1)

	Méthode 2 :
	n 
	200
	( L2C2
	

	
	p 
	0,06
	( L3C2
	

	
	1( ( 
	0,95
	( L4C2
	

	
	
	
	
	

	Détermination directe :
	k(1
	18
	
	

	
	
	
	
	

	Formule : CRITERE.LOI.BINOMIALE(L2C2;L3C2;L4C2)


On obtient donc kc = 19. C’est la valeur critique pour la variable aléatoire X.

· Règle de décision :

Relativement à la variable aléatoire X, la région de rejet de l’hypothèse H0 au seuil de risque 0,05 est [19 ; 200].

· Décision :

L’échantillon prélevé contient 17 pièces défectueuses, valeur qui n’appartient pas à la région de rejet de H0.

Au seuil de risque 0,05, au vu des 200 observations, on ne rejette pas H0.

Compte tenu de la taille de l’échantillon, la proportion observée n’est pas significativement supérieure à 0,06.

	Au seuil de risque 0,05, au vu des 200 observations, on ne peut pas conclure que la machine n’est pas opérationnelle.


Remarque :

Ce test est appelé test binomial. Il n’est pas explicitement au programme du module D11 de la filière B.T.S.A..

TROISIEME PARTIE

La variante apportée à la démarche usuelle, présentée dans la première partie, consiste à effectuer la correction de continuité lors de l’approximation (numérique) de la loi de probabilité de la variable aléatoire discrète nF par la loi normale 
N(n p0 ; 
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Notons X la variable aléatoire nF.

Soit Z une variable aléatoire de loi normale N(12 ;
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 est de loi normale centrée réduite.

· Valeur critique pour X :

Dans la première partie, on a établi que la valeur critique pour U est 1,65.

Qu’en est-il pour la variable binomiale X ?

Le seuil de signification du test est ( = 0,05. Le test est unilatéral à droite. Donc, la valeur critique 
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 pour la variable aléatoire X est le plus petit nombre entier naturel non nul k, tel que P(X ( k) ( 0,05.

En appliquant la correction de continuité lors de l’approximation de la loi de probabilité de X, on a 
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Donc la valeur critique 
[image: image11.wmf]k

c

 est le plus petit nombre entier naturel non nul k tel que 
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 c’est-à-dire tel que  
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La fonction de répartition de U est strictement croissante, donc 
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 est le plus petit nombre entier naturel non nul k tel que 
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  soit k > 18,04.

D’où 
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 = 19. La valeur critique pour X est 19.

· Règle de décision :

Relativement à la variable aléatoire X, la région de rejet de l’hypothèse H0 au seuil de risque 0,05 est [19 ; 200].

· Décision :

Elle est identique à celle prise dans la deuxième partie.

Conclusion

Pour comparer ces trois démarches, on peut, par exemple, exprimer la région de rejet de l’hypothèse H0 relativement à la variable aléatoire binomiale nF :

	
	Démarche
	Région de rejet de H0
	

	
	1) Approximation de la loi de nF sans correction de continuité.

2) Pas d’approximation de la loi de nF.

3) Approximation de la loi de nF avec correction de continuité.
	[18 ; 200]

[19 ; 200]

[19 ; 200]
	


Par contre, si l’on choisit  p0 = 0,05 alors 
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 = 0,0154 à 10(4 près. Dans ce cas, la région de rejet de H0 est la même pour les trois démarches, à savoir 
[16 ; 200].

En poursuivant la simulation à l’aide d’un tableur, on observe que pour certaines valeurs de p0, la région de rejet de H0 est la même pour les trois démarches et que pour d’autres valeurs de p0, la région de rejet de H0 déterminée par la première démarche contient celle qui est déterminée par les deux autres démarches.

Alors, quelle attitude adopter face à nos étudiants dans le cadre d’un test de conformité d’une proportion ?

Le test binomial, qui permet rigoureusement de déterminer la région de rejet de l’hypothèse H0, n’est pas explicitement au programme du module D11. Toutefois, nous pensons qu’il peut être présenté aux étudiants lors d’une séance de travaux dirigés avec l’outil informatique (usage d’un tableur) ou la calculatrice (avec loi binomiale intégrée), d’autant plus que la démarche mise en œuvre ici est conforme à la méthodologie exposée dans les recommandations pédagogiques.
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� La remarque 1 présentée à la page 12 explique pourquoi on choisit ici pour H0 : p = 0,06 et non p ( 0,06.
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