TESTS D'HYPOTHESES : COMPARAISON AVEC PREUVE PAR 9 ET RAISONNEMENT PAR L’ABSURDE

Preuve par 9 d’une multiplication :
Tout le monde connaît cette technique qui permettait, avant le déferlement des calculatrices, de se rassurer un peu sur la non fausseté d'un calcul effectué à la main.

Dès l'école primaire, les maîtres apprenaient les limites de ce procédé qui, lorsqu'il décèle une erreur, est infaillible mais qui, lorsqu'il n'en décèle pas, ne donne aucune assurance sur l'exactitude du calcul comme l'illustre l'exemple qui suit :

[image: image1.wmf]85

,

43

X

³

[image: image2.wmf]

2325(725 = 1 775 625


       2325(725 = 1 685 625



résultat faux





résultat exact

Donc cette technique est surtout utile lorsqu’on pressent que le résultat est faux et elle nous donnera satisfaction lorsqu’elle nous signalera une erreur d’opération ; si elle ne nous signale pas d'erreur, on peut simplement assurer : "on n'est pas certain que le calcul est faux" ce qui ne constitue pas une conclusion très positive.

Raisonnement par l’absurde :


Ce type de raisonnement mathématique consiste à rajouter aux hypothèses d’un problème une nouvelle hypothèse (qui est la négation de la propriété que l’on veut démontrer), puis à l’aide de déductions successives, mettant évidemment en œuvre cette nouvelle hypothèse, il s’agit d’aboutir à une contradiction soit avec des hypothèses du problème, soit avec un axiome ou un théorème établi. Bien entendu si l’on n’arrive pas à une contradiction, le raisonnement a échoué et l’on ne peut rien dire quant à l’hypothèse rajoutée.

Remarque : La preuve par 9 est un exemple de raisonnement par l’absurde, en effet :

supposons que le résultat 1 675 625 est exact alors on doit avoir (si R(a) désigne le reste de la division euclidienne de a par 9) :

R(1 675 625) = R(R(2325) (R(725)) or R(1 675 625) = 5 et R(R(2325) (R(725)) = 6 donc contradiction d’où l’on déduit que la supposition est fausse et donc que le résultat 1 675 625 n’est pas exact.

Test statistique :


Un test statistique est une technique qui permet de tester une hypothèse, appelée hypothèse nulle, H0 (dont on souhaite se convaincre qu’elle est fausse) contre une hypothèse H1, appelée hypothèse alternative.

H1 est, dans le contexte de l’expérience, la négation de H0.

Prenons l’exemple d’un test sur la moyenne.

On considère un échantillon aléatoire simple de 25 individus issu d’une population dans laquelle le caractère étudié est une variable aléatoire X qui a comme loi de probabilité la loi normale d’écart type 2 et de moyenne inconnue µ.

Les mesures du caractère effectuées sur les individus de l’échantillon conduisent à une moyenne 

 de 43,85.

Peut-on, au vu de cet échantillon, affirmer, au risque 5% de se tromper, que la moyenne µ du caractère dans la population est supérieure à 43 ?


* Choix des hypothèses :

H0 : la moyenne µ dans la population est égale à 43.

H1 : la moyenne µ dans la population est supérieure à 43.



* Choix de la statistique :

Nous savons que la variable aléatoire 

 (moyenne échantillonnale de taille 25) a comme loi de probabilité la loi normale N(µ;

).



* Risque  :

L’énoncé nous demande une conclusion au risque 5%, donc  = 0,05.

Le test est unilatéral à droite au vu de l’hypothèse alternative H1.



* Règle de décision :

Supposons vraie l’hypothèse H0, donc µ = 43, la variable 

 a donc comme loi de probabilité la loi normale N(43;0,4). On trouve (avec EXCEL par exemple) que pour la loi N(43;0,4), P(

>43,66)= 0,05.

D’où la règle de décision suivante correspondant au risque 5% indiqué dans l’énoncé :

- si la valeur observée de 

 sur l’échantillon est supérieure à 43,66, les résultats observés nous permettent de refuser, avec un risque d’erreur de 5%, l’hypothèse H0 et d’affirmer, au risque 5%, que la moyenne de la population est supérieure à 43.



- si la valeur observée de 

 sur l’échantillon est inférieure ou égale à 43,66, les résultats observés ne nous permettent pas de refuser l’hypothèse H0 donc nous ne pouvons pas affirmer que la moyenne de la population est supérieure à 43,



* Conclusion :

La moyenne constatée sur l’échantillon, 43,85, étant supérieure à 43,66 nous pouvons conclure :

"au vu de l’échantillon et avec un risque d’erreur de 5%, nous rejetons l’hypothèse nulle et affirmons, avec un risque de se tromper de 5%, que la moyenne dans la population est supérieure à 43."

Le risque réel, avec la valeur constatée, est de 1,7%.

Remarques : 




1) Nous avons écrit plus haut que : "H1 est, dans le contexte de l’expérience, la négation de H0", or il peut paraître surprenant de prendre pour H0 : µ = 43, par rapport à H1 : µ > 43, logiquement, on préférerait H0 : µ ( 43.

On peut cependant remarquer que la valeur critique, au seuil de 5%, déterminée avec µ = 43, c'est à dire 43,66, est évidemment supérieure à la valeur critique déterminée avec toute autre valeur de µ inférieure à 43. Donc si l'on est amené, avec la valeur constatée sur l'échantillon, à refuser l'hypothèse nulle : H0 : µ = 43 avec un risque de 5%, alors on refuserait nécessairement toute hypothèse du type H0 : µ < 43 avec un risque inférieur à 5%.

2) Un tel test statistique peut être interprété comme une preuve par 9 "probabiliste" ou encore comme un raisonnement par l’absurde "probabiliste".

Dans les trois cas, on engage un raisonnement, ou des calculs, en supposant vraie une propriété dont on souhaite se convaincre qu’elle est fausse au profit de la négation de cette propriété.

Dans le cas de la preuve par 9,

H0 est : le résultat trouvé est exact,  tandis que H1 est : le résultat trouvé est faux.

Dans le cas du raisonnement par l’absurde, avec un exemple de géométrie :

H0 est : la droite  est parallèle à D2, tandis que H1 est : les droites  et D2 sont sécantes (Pour démontrer par exemple que si deux droites sont parallèles alors toute droite qui coupe l'une coupe l'autre).

Dans le cas du test,

H0 est : µ = 43, tandis que H1 est : µ > 43.

La particularité des tests statistiques est que la contradiction n’est pas certaine elle n’est que probabiliste. En supposant H0 vraie, on va, après des calculs, aboutir à un résultat numérique peu ou très peu probable lorsque H0 est vraie (dans l'exemple précédent l'événement peu probable sous H0 est : "
[image: image3.wmf]" dont la probabilité est d'environ 0,017); on va conclure, avec un certain risque, que cet événement (peu ou très peu probable lorsque H0 est vraie) s’étant réalisé, c’est que H0 doit être remise en cause au profit de H1 qui accorde à cet événement une probabilité plus grande. Ce raisonnement revient à prendre le risque (dit de première espèce) de déclarer impossible un événement de faible ou très faible probabilité.

Dans les trois cas, on peut dire que le raisonnement n’aboutit que si l’on arrive à une contradiction. Si ce n'est pas le cas, pour la preuve par 9, on ne sait pas si le résultat est exact, pour le raisonnement par l’absurde, on n’a rien démontré et dans le cas du test statistique, on peut s'estimer déçu car on doit imaginer que, dans notre exemple, l'expérience ayant motivé le test avait sans doute pour but d’améliorer la moyenne. Est-ce à dire alors que H0 est vraie ?, pas du tout, souvenons-nous de la preuve par 9 : ne pas pouvoir conclure que le résultat est faux n’implique pas que le résultat est exact donc notre conclusion sera modeste, on pourra dire :

"il n’y a aucune raison (au vu des éléments que l’on a

 et dans les conditions imposées) de rejeter l’hypothèse H0"

ceci est évidemment beaucoup moins fort que d’accepter l’hypothèse H0.

3) Que signifie réellement ce risque de 5 % ? :

Tout d’abord ce risque ne concerne que le cas où l’on refuse l’hypothèse H0. Lorsqu’on n’a pas de raison, au vu des résultats de l’échantillon, de refuser H0, on a également un risque de se tromper, c’est le risque (dit de 2ème espèce) de ne pas refuser H0 alors que H0 est fausse. Le calcul de ce risque, désigné par , nécessite de connaître l’hypothèse H1 de manière plus précise (voir bulletins du GRES n° 4 et 5 "Courbes d'efficacité").

Ce 5% signifie, par exemple, que si l’on a une population pour laquelle H0 est vraie et si l’on prélève dans cette population un grand nombre d’échantillons, en appliquant à chacun d’eux la règle de décision adoptée, pour approximativement 5% des échantillons on sera amené à refuser, et donc à tort, l’hypothèse H0.

Mais comme, dans la pratique, nous prélevons un seul échantillon, le 5% n’a rien à voir avec cet échantillon ; en fait, ce 5% est à attribuer à la méthode utilisée et non au résultat de la méthode. En réalité ce serait plus rassurant (mais certainement plus onéreux !) de prélever un grand nombre d’échantillons et de ne refuser l’hypothèse H0 que dans le cas où la proportion de refus serait supérieure ou très supérieure à 5%.

De toute façon, une fois qu’une conclusion est prononcée, cette conclusion, quelle qu’elle soit, est vraie ou fausse et en principe on ne le saura jamais.
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