ANALYSE DE VARIANCE A UN FACTEUR

L’analyse de variance est une méthode statistique qui permet de comparer les moyennes de plusieurs populations, supposées normales et de même variance, à partir d’échantillons aléatoires simples, indépendants deux à deux, extraits de ces populations. Pour comparer des moyennes on fait une analyse de variance, cela peut paraître paradoxal. Mais nous allons voir qu’il s’agit bien, en fait, de comparaison de variances. Faisons sa connaissance à partir d’un exercice extrait des annales de BTS (PA 1993).

Enoncé : A la mi-mai, 32 ruches élevées dans des conditions identiques et donc de force très comparable, sont réparties en 4 lots de 8 ruches chacun sur les pâturages d’un même versant de montagne mais à des altitudes différentes. La production de miel récolté à la fin de juillet, exprimée en kg, se distribue comme suit :

	altitude
	rucher 1
	rucher 2
	rucher 3
	rucher 4

	
	1480 m
	1700 m
	1850 m
	1960 m

	ruches
	
	
	
	

	1
	12
	11
	12
	8

	2
	17
	15
	7
	12

	3
	13
	14
	13
	14

	4
	15
	19
	14
	9

	5
	10
	16
	11
	11

	6
	15
	12
	10
	11

	7
	11
	10
	14
	6

	8
	14
	8
	9
	11


A l’aide d’une analyse de variance, en supposant remplies les conditions, que l’on rappellera, commenter l’effet de l’altitude sur la production de miel cette année là.

Il s’agit bien d’une analyse de variance à un facteur, le facteur étudié est ici l’altitude. Ce facteur a 4 modalités, chaque modalité a le même nombre d’observations. On dit que le plan est équilibré.

1) Notations :

On désigne par 
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 le rendement de la jième ruche du iième rucher.
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 le rendement moyen du iième rucher.
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 le rendement moyen de l’ensemble des 4 ruchers.

Un calcul rapide permet d’obtenir : 
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=13,375 ; 
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 =13,125 ; 
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 =11,25 ; 
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 =10,25 ; 
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=12,00.

Pourquoi les 32 ruches n’ont-elles pas toutes le même rendement 
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 ?

L’égalité (1) suivante est évidente : 
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La différence (
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) est explicable par la différence d'altitude, tandis que la différence (
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) ne s’explique pas par l’altitude. Elle est due à d’autres facteurs non identifiables que l'homogénéité de l'ensemble des 32 ruches nous autorise à appeler aléatoires. On l’appelle résidu ou écart résiduel.

Exemple : pour la 4ième ruche placée à l’altitude 1850 m, dont le rendement est 
14 kg :

14,00 - 12,00 = (11,25 - 12,00) + ( 14,00 - 11,25) 

14,00 -12,00 = (- 0,75) + (2,75).

Une baisse de rendement de 0,75 kg est due à l’altitude et un gain de 2,75 kg pour une raison indéterminée.

2) Décomposition de la variabilité :

En élevant chaque terme de l’égalité (1) au carré, puis en sommant sur i et j, on obtient :
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La somme des doubles produits étant nulle, on en déduit :
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On désigne par somme totale des carrés des écarts la quantité  
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     par somme des carrés des écarts factoriels (ou écarts inter)  
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et par somme des carrés des écarts résiduels (ou écarts intra)  
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	D’où la décomposition de la variabilité :    SCE totale = SCE inter + SCE intra


Passons aux calculs pour l’exemple ci-dessus :

· 
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= 268,00.  Soit SCE totale  = 268,00.

Ce résultat s’obtient facilement à l’aide de la calculatrice. Il suffit, en mode statistique à une variable, de saisir les 32 données, de sortir la variance de cette série puis de multiplier cette variance par 32.

· 
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 = 54,25.  Soit SCE inter = 54,25.

Il s’agit en fait de la somme des carrés des écarts de la série suivante :

	altitude
	1
	2
	3
	4

	moyenne
	13,375
	13,125
	11,25
	10,25

	effectif
	8
	8
	8
	8


On voit bien que seul le facteur altitude intervient, les variations à l’intérieur de chaque modalité sont éliminées. 

· Par différence, on obtient :
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= 268,00 - 54,25 = 213,75.  Soit SCE intra = 213,75.

3) Degrés de liberté  

A chacune de ces variabilités, on attribue un nombre de degrés de liberté (ddl). 

	ddl total
	ddl inter
	ddl intra

	nombre d’observations - 1
	nombre de traitements - 1
	ddl total  - ddl inter

	32 - 1 = 31
	4 - 1 = 3
	31 - 3 = 28


4) Carrés moyens ou variances :

On définit les variances ou carrés moyens en divisant la somme des carrés des écarts par le nombre de degrés de liberté. On obtient ainsi :

· 
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5) Principe de l’analyse de variance :

On veut savoir si le rendement est différent selon l’altitude. Les 4 échantillons dont on dispose sont extraits de 4 populations dont les moyennes respectives sont µ1 , µ2, µ3 et µ4.

L’hypothèse initiale est donc H0 « µ1 = µ2 = µ3 = µ4 » ce qui signifie que le facteur altitude n’a pas d’influence sur le rendement. 

Elle est opposée à l’hypothèse alternative H1  « au moins deux des moyennes sont différentes », c’est-à-dire, l’altitude influence le rendement.

Pour tester ces hypothèses, il suffit de comparer la variance inter à la variance intra. Si la variance inter est supérieure à la variance intra, cela signifie que les variations entre les traitements sont plus importantes que les variations à l’intérieur d’un traitement, il y a donc un effet traitement. Il s’agit donc d’un test de Fisher-Snedecor nécessairement unilatéral.

· Modèle : Sous Ho , 
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 est une observation de la variable aléatoire F  distribuée selon la loi de Fisher Snedecor à (ddlinter ; ddlintra ) degrés de liberté. Ici, F est distribuée selon la loi de Fisher-Snedecor à (3 ; 28 ) degrés de liberté.

· Règle de décision : Le risque  choisi est 0,05. 

Dans la table de Fisher-Snedecor, on lit 2,92 < f0,95 ; 3 ; 28 < 2,99 , ou par interpolation, f0,95 ; 3 ; 28 ( 2,95.

Si fobs > 2,95, on rejette Ho au seuil de risque 0,05.

· Décision : Pour les échantillons observés, 
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, et 2,37 < 2,95.
 (on a même fobs < 2,92. L’interpolation linéaire était superflue).

Au risque de 0,05, on ne rejette pas Ho.
· Conclusion : Au vu de ces échantillons, on considère qu’il n’y a pas de différence significative au niveau du rendement entre les quatre altitudes. 

_______________________

Remarques :

Pour réaliser cette analyse de variance, on a supposé :

· que le rendement dans les quatre populations était réparti selon une loi normale, ce qui ne pose guère de problème (on peut le vérifier graphiquement par l'histogramme des résidus ou par un test de normalité sur les résidus mais cela aurait peu de sens avec seulement 32 valeurs).

· que les quatre populations ont même variance. Cela suppose que l’altitude fait éventuellement varier le rendement moyen et pas la variance. La variance commune est estimée par la variance résiduelle ou variance intra définie
ci-dessus.

· que les échantillons sont aléatoires et simples, indépendants deux à deux. (L'indépendance des échantillons est-elle ici vérifiée ? Cela est discutable s’il s'agit de la répartition d'un ensemble de 32 ruches, le fait qu'une ruche appartienne à l'un des échantillons implique qu'elle n'appartient pas aux autres. A moins qu’elles n’aient été choisies au hasard parmi un plus grand nombre de ruches…).

Autre remarque :

L’analyse de variance est une méthode robuste à la non normalité des populations et à l’inégalité des variances si tous les échantillons sont de même taille (c’est le cas ici).

Si les conditions ne sont pas satisfaites, on peut essayer de s’en rapprocher en effectuant un changement de variable.

La plupart des logiciels qui réalisent cette analyse proposent les résultats essentiels sous forme d’un tableau. Ce tableau donne les sommes des carrés des écarts, les degrés de liberté, les variances, le F observé et selon les cas 

· soit le F théorique, pour comparaison comme ci-dessus,

· soit la probabilité que F soit supérieur au F observé, si Ho est vraie. Dans ce cas, on rejette Ho lorsque cette probabilité est inférieure au seuil de risque .

Voici le tableau proposé par EXCEL : 

(L’analyse de variance est disponible dans l’Utilitaire d’analyse, lui-même situé dans les macros complémentaires).

Analyse de variance : un Facteur

RAPPORT DÉTAILLÉ

	Groupes
	Nombre d'échantillons
	Somme
	Moyenne
	Variance

	rucher 1
	8
	107
	13,375
	5,41

	rucher 2
	8
	105
	13,125
	12,7

	rucher 3
	8
	90
	11,25
	6,21

	rucher 4
	8
	82
	10,25
	5,44

	ANALYSE DE VARIANCE



	Source des variations
	Somme des carrés
	Degré de liberté
	Moyenne des carrés
	F
	Probabilité
	Valeur critique pour F

	Entre Groupes
	54,25
	3
	18,083
	2,369
	0,0920
	2,947

	A l'intérieur des groupes
	213,75
	28
	7,634
	
	
	

	Total
	268
	31
	
	
	
	


Une présentation semblable des résultats est obtenue avec STATITCF.

Quelques commentaires pour compléter l’exposé.

· Pour calculer les trois SCE et on peut aussi construire le tableau suivant, facile à réaliser avec une calculatrice :

	
	Rucher 1
	Rucher 2
	Rucher 3
	Rucher 4
	Totaux

	ni
	8
	8
	8
	8
	32
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	107
	105
	90
	82
	384
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	1469
	1467
	1056
	884
	4876
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	37,875
	88,875
	43,5
	43,5
	213,75


La SCEintra est égale à 
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 où si désigne l’écart type du iième échantillon. 
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La SCEtotale est égale ici à 
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La SCE inter se calcule avec la formule donnée précédemment, ou par différence.

· Le nombre de degrés de liberté de la SCE résiduelle (ou intra) peut être justifié facilement. En effet, en terme de variable aléatoire, la SCE résiduelle est égale à 
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 qui est, au facteur 
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 près, la somme de variables aléatoires de loi de ² indépendantes. (voir dans le bulletin du GRES n°7 l’article intitulé « résumé sur les lois ») :

On démontre que :
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 à (n – p) ddl    et que, 

si µ1 = µ2 = …= µp , alors 
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De plus, on démontre que ces deux variables aléatoires sont indépendantes. Il en résulte (après simplification par ²) que, si les p moyennes sont égales , la variable aléatoire 
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  suit la loi de Fisher-Snedecor à (p-1) et (n-p) degrés de liberté.

Pour vous entraîner : (Extrait des annales de BTS, 1996, option P A)


Vingt génisses sont réparties en quatre échantillons de cinq génisses chacun. Chaque échantillon correspond à un des quatre régimes R1 , R2 , R3 , R4 suivi par les génisses. Les gains de poids vif exprimés en kg des vingt génisses entre la naissance et la fin de l’hiver sont répertoriés dans le tableau suivant :

	R1
	104
	72
	86
	79
	81

	R2
	89
	104
	93
	84
	85

	R3
	77
	77
	61
	58
	62

	R4
	68
	75
	56
	77
	72


On suppose que les populations dont sont extraits ces échantillons, sont normales et de même variance. A l’aide d’une analyse de variance, tester l’hypothèse « les gains de poids vif sont identiques pour les quatre régimes ».

Eléments de correction :

Rapport détaillé :

	Groupes
	Nombre d’échantillons
	Somme
	Moyenne
	Variance

	R1
	5
	422
	84,4
	145,3

	R2
	5
	455
	91
	65,5

	R3
	5
	335
	67
	85,5

	R4
	5
	348
	69,6
	69,3


Analyse de variance :

	Source des variations
	Somme des carrés
	Degrés de liberté
	Moyenne des carrés
	F
	Probabilité
	Valeur critique pour F

	inter
	2007,6
	3
	669,2
	7,32
	0,0026
	3,24

	intra
	1462,4
	16
	91,4
	
	
	

	totale
	3470
	19
	
	
	
	


Interprétation des résultats :

7,32 > 3,24 ( ou 0,0026 < 0,05). On rejette Ho donc on conclut à une différence significative entre les gains de poids vif selon le régime.

Comme 0,0026 < 0,01, cette différence est hautement significative (Ho rejetée au seuil de risque de 1%).

((((((((((
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